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L 'Hospital-szabaly

Bernoulli-L'Hospital-szabély a lim f) hatarérték kiszamitasara
z—a g(x)
(szokasos irasmoéd a L'Hopital is)

Az f(x) és g(x) fliggvények differencidlhatéak az « egy nyilt
kornyezetében (esetleg a-ban nem).

Ebben a kérnyezetben ¢'(x) # 0 (2 # ).

Tovabba

» lim f(z) = lim g(x) =0, vagy
T—x

Tr—«
» lim f(z) = oo és lim g(x) = to0.
!/
Ekkor ha létezik a lim f/gxi = 3, akkor lim @ = 0.

z—a g'(x T—a g(x)

Az «, 3 valds szam vagy +oo lehet.

Az x — « helyett mindeniitt lehet venni jobb vagy bal oldali hatarértéket.



Példa

T

hatarérték?

Mennyi a lim ¢
z—0

flx)=¢e"—1és g(x) = .

lim f(z) = lim g(z) = 0.

Derivaltak: f/'(z) = e és ¢’'(z) = 1.

! x
im L) gy € 2L
z—0 g’(x) z—0 1 1
Ezért _
lim ¢ - lim —f(x)
z—0 X -0 g(x)



. .. sinx L
Mennyi a lim —— hatarérték?
z—0 X



Feladat

Mennyi a lim T | atarertek?
x—0 X
flx) =sinz és g(z) =z

lim f(z) = lim g(z) = 0.

Derivaltak: f'(z) = cosz és ¢'(z) = 1.

lim fl(x) = lim

z—0 g' (:L’) z—0

Ezért )
. sinzx
lim

cosz _ 1 _q
1 1
f(@)

z=0 T z—0 g(x)



Egy megjegyzés

!
Csak akkor m(ikodik a szabaly, ha a lim F'(@) hatarérték létezik.
T—a g’(gj)
Ha nem létezik, attol még a lim M létezhet:
r—Q g(,’L‘)
lim T+ sinx _ 9
T—00 T

lim (z +sinz) =400 és  lim x =400

Tr—r 00 xTr—r 00
fl@)=x+sinz g(z) =
f(x) =1+ cosx g (z) =
Tehat: , )
lim M = lim icosw = lim 1+ cosz,
z—00 g (gj) 200 200

ami nem létezik. De

lim f(z) _ lim ztsinz | 4 S0

z—o0 g(T z—00 T T—00 T

=1.




Tobbszori alkalmazas

Tobbszor is alkalmazhatjuk a tételt:

lim /(@) ~ lim F'@) ~ lim @)
T g(x) z—a g’(x) z—a g“(.r)

Példa: . )
. e —ITr —
lim ——— =7
x—0 1‘2




Tobbszori alkalmazas

Tobbszor is alkalmazhatjuk a tételt:

lim /(@) ~ lim F'@) ~ lim @)
T g(x) z—a g’(x) z—a g“(.r)

Pelda: .
lim c-r=- ! =7
x—0 1‘2
lirrbez—x—lzeo—O—lzo és
Tr—>
f@)=¢ —z -1 o
fl@)=e"~1 g ()
f'@) = ()
I er —xr—1 I e’ —1
—_—
xg% 1’2 zgr(l) X x—0
tehat

et —x—1 1
hmi2 = —
z—0 T 2

~ lim — = -
2



1—cosx

x—0 .’1;2



Feladat

. 1—cosx
lim — s = ?
x—0 x

Ez egy % tipus hatarérték, tehat alkalmazhatjuk a L'Hospital-szabalyt:

lim ———— ~ lim —— ~ lim = -,
x—0 1’2 z—0 21 z—0 2 2

tehat



Ha nem tortrél van szé

Ha nem tort hatarértékét szeretnénk megallapitani, akkor is
megprébalkozhatunk tortté alakitani.
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Ha nem tortrél van szé

Ha nem tort hatarértékét szeretnénk megallapitani, akkor is
megprébalkozhatunk tortté alakitani.

. _ . 1 . T .
lim ze 2® = lim z— = lim — ~ lim =0
T—00 xT—r00 eQw r—o0 e<T T—00 62"” .92

lim zlnz = lim —— ~
x—0+ x—0+ P



Ha nem tortrél van szé

Ha nem tort hatarértékét szeretnénk megallapitani, akkor is
megprébalkozhatunk tortté alakitani.

lim ze 2® = lim z— = lim — ~ lim =0
T—00 xT—r00 eQw r—o0 e<T T—00 62"” .92
De van, amikor ennyire nem latszik:
. . Inz . . . T
lim zlnz = lim - lim —= = Iim — =0
z—0+ z=0+ = =0+ — =5 z—0+ —1

Két tort kiilonbsége a kdzos nevezdre valé hozas utan mar egy tort:

. 1 1
lim — — =
z—=1lne x-—1




Ha nem tortrél van szé

Ha nem tort hatarértékét szeretnénk megallapitani, akkor is
megprébalkozhatunk tortté alakitani.

. _ . 1 . T .
lim ze 2® = lim z— = lim — ~ lim =0
T—00 xT—r00 eQw r—o0 e<T T—00 62"” .92
De van, amikor ennyire nem latszik:
. . Inz . . . T
lim zlnz = lim - lim —= = Iim — =0
z—0+ z=0+ = =0+ — =5 z—0+ —1

Két tort kiilonbsége a kdzos nevezdre valé hozas utan mar egy tort:

1 1 . (z—1)—Inz 1-1

lim — — —— = lim —Z— ~ lim —————%—— =

a=1lnz -1 2-1 (z—1)lnzx eollng + (v —1)2
z—1 . 1 . 1 1

=lim — ~ lim T = lim =
z—=lxlne+x—1 mﬁllnx—l—m;ﬁ—l z—11lnx + 2 2



Egy fontos kiilonbség

A tort derivalasa és a L'Hospital-szabaly két kiilonbézé dolog!

g g%(x)
@) f@)
A @) 7 A ()

Nem szabad dsszekevernil!



Egy régebbi példa

m vr+3-—-2
z—=14/3 —2x —1



Egy régebbi példa

 Vat3-2 . s VB2 V11
hmiwhmlizhm = = ——
z—1 /3 —2x — 1 z—1 wﬁ(72) z—=1 2¢/x + 3 2\/1 4

Vajon mennyi a kovetkezd hatarérték?

. vr+3-1
lim ————— =7
a—1./3 —2x -1



Egy régebbi példa

1
m_leim TS _ g —\/3—233_—\5: 1

lim Y222 = lim =
z—1 /3 —2x — 1 z—1 2\/%(72) z—1 2\/1’ +3 2\/1 4

Vajon mennyi a kovetkezd hatarérték?
. Vrx+3-1
lim —— =7
z—=14/3 —2x—1

Itt nem alkalmazhatjuk a L'Hospital-szabalyt, mert nem § alaka!

Egyébként nem létezik a hatarérték, mert % alaka, és a nevezé lehet
negativ és pozitiv is.



