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Primitiv figgvény

Az F(x) fuggvény az f(x) fiiggvény primitiv fliggvénye az I nyilt intervallumon,
ha F'(x) = f(x) teljesiil minden x € I-re.

Szokas antiderivaltnak is nevezni.

Altalaban a megfelels nagybetiivel jeldljiik a primitiv fiiggvényt.

Példa:
f(z) = 322 esetén F(x) = 2® vagy F(z) = 2 + 1 vagy F(z) = 2% + 2,
igazandibél barmilyen C' € R-re F(z) = 2® 4 C j6.
Tétel:
Ha F|(z) = F(x) = f(x) az I intervallumon, akkor van olyan C' € R, hogy
Fi(z) = Fa(x) + C.
Ezt a tételt a Lagrange-féle kozépértéktétellel lehet bizonyitani.
(Csak azt kell megmutatni, hogy (Fi — F»)'(z) = 0-bdl kdvetkezik, hogy
Fy — F; konstans.)
Tétel:
Ha az f(x) fiiggvény folytonos, akkor van primitiv fiiggvénye.
Csak kérdés, hogy fel tudjuk-e irni:
2
Az f(xz) = e ® fuggvénynek van primitiv fiiggvénye, de nem tudjuk felirni az
altalunk ismert fiiggvényekkel.



Hatarozatlan integral

Az f fliggvény primitiv fliggvényeinek Osszességét hatarozatlan integralnak
nevezziik,

jelolése: /f(x) dz.
Példa:
/31:2 dz = {2°+C|C e R}

=234 C



Mdveleti tulajdonsagok

Tétel:
/f(x)+g(x) dx:/f(a:) dx—i—/g(az) da
[ 1@ =) do = [ fa) do~ [ go) s
/cf(:c) dx:c/f(z) dr  ceR

Sajnos szorzasra, hanyadosra nincs ilyen egyszer(i szabdly.



Elemi fliggvények integraljai

Mivel (z)" =1, igy /1 de =z +C.
(«") =na""", igy
/nx"‘l de=2"+C
/x”_l dz = lx" +C,
n

1
/x" de = ——z" 4+ C,
n+1

1
Tudjuk, hogy (ln:v)/ ==, haz>0,igy
x
1
/ —dr=Inz+ C,
T
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Elemi fliggvények integraljai — tablazat
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/x3+4m2—5dx:



zt 3
/x3+4x2—5dx:Z+4?—5x+C



3

zt x
/x3+4x2—5dx:Z+4?—5x+C

/xz\/de=
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/$3+4w2—5dx=1+4§—5x+0
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/IQﬁdx:/IQ"”dm: +C=2% 4 C



Feladat

Hatarozzuk meg azt az f(x) fiiggvényt, melyre

() =cosz és f(0)=5.



Feladat

Hatarozzuk meg azt az f(x) fiiggvényt, melyre

() =cosz és f(0)=5.

fl(x)=cosz = f(z)=sinz+C

f(0)=sin0+C=C = C=5

f(z) =sinz+5



Feladat

Hatarozzuk meg azt az f(x) fiiggvényt, melyre

ffe)==z & f(2)=1 eés f(1)=0.



Feladat

Hatarozzuk meg azt az f(x) fiiggvényt, melyre
f'(x)y=2 é f'(2)=1 & f(1)=0.
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/cos(2m) dz =



Tovabbi feladatok

sin(2x
/COS(ZJ;) dz = 5111(2 2) +C,

mivel (sin(2z))" = cos(2z) - 2.



Tovabbi feladatok

sin(2x
/COS(ZJ;) dz = 5111(2 2) +C,

mivel (sin(2z))" = cos(2z) - 2.

/sinQ(x) dz =



Tovabbi feladatok

/ cos(2z) da =

mivel (sin(2z))" = cos(2z) - 2.

/sinQ(x) dz = / 1= CZS(%C) dz :/

sin(2x)

2

2

+C,

1 cos(2x)

2




Tovabbi feladatok

/ cos(2z) da =

mivel (sin(2z))" = cos(2z) - 2.

/sinQ(x) dz = / 1= CZS(%C) dz :/
/zide:

sin(2x)

2

2

+C,

1 cos(2x)

2




Tovabbi feladatok

sin(2x)

/COS(ZJ;) dx = 1+,

mivel (sin(2z))" = cos(2z) - 2.

/sinQ(x) dz = /1_%8(236)

/
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r—2
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1 cos(2x)
v = / 2 2

de=Ilnlz-2|+C




Tovabbi feladatok

/cos(2x) dx =

mivel (sin(2z))" = cos(2z) - 2.

/sinQ(x) dz = /1_%8(236)

=
[ty

1

dx:/

sin(2x)

1

2
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cos(2z)
2

de=Ilnlz-2|+C

+C,




Tovabbi feladatok

/COS(ZJ;) dz = sin(2z) +C,

2

mivel (sin(2z))" = cos(2z) - 2.

/SmQ @) do = / 1 —cos(2a) | /1 Ccos(2r) @ sinQ)

2 2 2 2 4

1
/ de=Ilnlz-2|+C
x—2

1 (z—=2)! B 1




Tovabbi feladatok

sin(2x
/COS(ZJ;) dz = 5111(2 2) +C,

mivel (sin(2z))" = cos(2z) - 2.

) 1 — cos(2z) 1 cos(2x) x  sin(2z)
2 = _— = _ — = — —
/sm () dz = / 5 dz /2 5 dz 5 1 +C

1
/ de=Ilnlz-2|+C
x—2

1 (z—=2)! B 1
/(m—2)2dx_ 3 +C’——x_2+C’




Tovabbi feladatok

/COS(ZJ;) dz = sin(2z) +C,

2

mivel (sin(2z))" = cos(2z) - 2.

) 1 — cos(2z) 1 cos(2x) x  sin(2z)
2 = _— = _ — = — —
/sm () dz = / 5 dz /2 5 dz 5 1 +C

1
/ de=Ilnlz-2|+C
x—2

1 (z—=2)! B 1
/(m—2)2dx_ 3 +C’——x_2+C’

__9\l01 __9)101
/(2m73)100dx:%~(2x 3) +C:(2z 3) +C

101 202



Lineéris helyettesités
Tétel (Linearis helyettesités):
Ha az f(z) fiiggvény primitiv fiiggvénye F'(x), akkor
/fax+b —F(ax+b)+C

Bizonyitas:
1 A
EF(ax—i—b)—FC’ = EF (ax +b)-a= f(ax +b)

Példa:

/sin(5m —7)dx =



Lineéris helyettesités

Tétel (Linearis helyettesités):
Ha az f(z) fiiggvény primitiv fiiggvénye F'(x), akkor

/fax+b “F(az +b)+C
Bizonyitas:
1 | ,
(aF(ax—i-b)—FC') = EF (az +b)-a= f(az +b)
Példa:
/Sin(5l‘ —7)dz = %(— cos(bx — 7))+ C = _W LC

a=5b=—7, f(z) =sinz, F(z) = —cosx



Két bevezets feladat

dx =

/x — 422 +3x—|—5 / x? —2x—1(x—2)+3
T —2 -2

3
x2—2x—1—|—7dx—

3

:%—J; —z+3ln|lz—-2|+C
1 1 1 1 1
/1—x2 o /(1—x)(1+x) * /2(1—m+1+m) v
1 1 1
:2(—ln|1—x+1n|1+:v|)+C:21n’1+x +C

Lehetett volna az arth (|z| < 1 esetén) vagy az arcth (Jz| > 1 esetén)
fiiggvényeket is hasznalni, de a fenti metédus altalanosabb médszer.



Parcialis tortekre bontas

Két polinom hanyadosat integraljuk.

1. Polinomosztassal elérjiik, hogy a szamlal6 kisebb fokd legyen, mint a
nevezd.

2. A nevezét felbontjuk legfeljebb masodfoka irreducibilis polinomok
szorzatara.

3. A tortet felirjuk egyszer(ibb tortek dsszegeként.

4. Ezeket a torteket mar tudjuk integralni.

Példa:

523 — 622 + 43z — 44 2 7 n 3z +1
v — 203 + 222+ 142 +9  x+1  (z+1)2 22 —4x+9

)

mert z* — 223 + 22% 4+ 1o + 9 = (x + 1)*(2? — 42+ 9).



Masodfokd nevezgjii integralasa

Elészor teljes négyzetté alakitjuk a nevezét: 22 — 4z +9 = (z — 2)% + 5.

3x+1  3x—-2)+7  3(x—-2) N 7
—4r+9 (r—22+5 (z—-2)2+5 (z—-2)2+5

Az els6 tag integralasa:

3(x —2 3 1 3 2
/(x£2)2—’)_5dx_/2(x_2)2_~_5.2(1;2)dz—2ln((9:2) +5)+C

A maésodik tagé:
7 /7 1 ( 2)
——doe= [ - —5— \farct — |+ C
/(%2)”5 5(3072)2“ S\
Igy tehat:

1 V5 -2
/;’de:§ln((l‘—2)2+5)+ ;farctg (ac )+C
T

—4x+9 2



Egy parcialis tortekre bontas

z+5
——— dx =7
/xQ—m—6 o

Elgszor felbontjuk a nevezét:
22—z —6=(z—3)(z+2)
Ekkor a tortet ilyen alakban szeretnénk el6allitani:
z+5 A B
22—1-6 a:—3+ai+2’
ahol A, B € R. Ezeknek a meghatarozasidhoz beszorzunk a nevezével:
r+5=A(x+2)+ Bz —3)
A két oldalon all6 polinom egyiitthat6i megegyeznek:
1=A+B
5=2A-3B

Ebbdl az egyenletrendszerbsl azt kapjuk, hogy A = £ és B = —2. Tehat:

z+5 8 1 3 1 8 3
S S P B S S S PO T | 29+ C
/x2fxf6 . /59573 572 =ghnlr=3l-gnjet 2+



x+1
/2—1—33;2 dr =



Feladat

/:17+1 do —
9432 0T

Az els6 tag integralasa:

x
/2—1—3;102 dx—/

Mig a masodiké:

1
2 + 3x2

Tehat a kérdéses integral:

/x+1 da:—l
24322 7 6

/ x n 1 q
T
24322 24+ 322

1 1

1
- . c = —1In (2 2
621322 6x dz 611( —|—31‘)—|—C’

1 1 1 1
27 3
2 1+ (7596)



