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Riemann-integral

Adott egy f: [a,b] — R korlatos fiiggvény.
A grafikonja alatti teriiletet szeretnénk kiszamolni.

Ehhez felosztjuk az [a,b] intervallumot:
a=20 < T <Tog< < Tp_1<x,=0>
és valasztunk kozbiilsé pontokat:
& € [xi—1, 24 (1=1,2,...,n)

A teriilet kozelits Gsszege:
Yy
n

Z J&) (g —xi-1)

=1

Ezek hatarértéke (amint egyre
finomabb felosztast valasztunk):

b
/f(x) dz, ag, W1 g T2 LT3 L b

ha létezik, ekkor f integralhaté [a, b]-n.



Newton—Leibniz-tétel

Ha f integralhat6 az [a, b] intervallumon és f-nek létezik az (a,b) intervallumon
F primitiv figgvénye, mely folytonos az [a, b] intervallumon, akkor

b
[ #@) do=rt) - F@

A jobb oldalra bevett jeldlés: [F(x)]}

Példak: 31y
F(r) =2 és [a,b] = [1,4]. 2]
Ekkor F'(x) = 2z, és igy: 1 :-:
4 | x
/2dx=[2w]‘1‘=8—2=6 1 2 3 4 5
1

f(z) =z és [a,b] = [0,1]

1 211
1
/xdx:[x—] =
0 2|, 2




Tovéabbi példak/feladatok

1
/ 2% dz
-1



Tovéabbi példak/feladatok
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Tovéabbi példak/feladatok
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s
/ sinxz dz
0



Tovéabbi példak/feladatok

(s
8
(V)
o
53
Il
| —
|%
w
| I
| —
L
Il
W —
|
oo| [
~
Il
wl o

/7r sinzdz = [—cosz|f = —(—1)—(—1) =2
0
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Tovéabbi példak/feladatok
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/7r sinzdz = [—cosz|f = —(—1)—(—1) =2
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v
/ cosx dx
0



Tovéabbi példak/feladatok
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/7r sinzdz = [—cosz|f = —(—1)—(—1) =2
0

(NI

/ cosz dz = [sinz]f =0-0=0
0




Es még egy

27
/ sinx dz =7
0




Es még egy

Y
2 1
/ sinx do =7
0 T 2
1-— 2
A sin?z = w azonossag felhasznélasaval:
™ T . 27
/2 sin®z dr = /2 1~ cos(2z) doe = |% - sin(2e) | _ 2n —0=m
0 0 2 2 4 |, 2

Egy masik megoldas:
27 27
/ sinz dz = / cos? z dz
0 0
és

2m 2m 2m 2m
/ sin’ z dm—l—/ cos’ z dz = / sin? z4-cos® r dr = / 1dx = [z]3™ = 27,
0 0 0 0

igy ,
g 2
/ sin2:cdx:—7r:7r.
0 2



Integralfiggvény

Tétel:
Ha az f(z) fuggvény folytonos az [a, b] intervallumon, akkor létezik primitiv
fliggvénye, éspedig az

F(z) = /z £(t) dt

integralfiiggvény.
Példa:

f(x) =sinz és a = 0 esetén az integralfiiggvény:

F(x) :/0 sint dt = [—cost]§ = —cosz — (—cos0) = —cosz + 1

Az integralfiiggvényt nem mindig tudjuk az altalunk ismert fliggvényekkel felirni,
példaul az f(x) = e=* esetén.

De azt tudjuk, hogy / e dy = g
0



Additivitas

Tétel:
Ha a < b < c és az f(x) fuggvény integralhaté az [a, | intervallumon, akkor

/abf(ac) d:v—i—/bcf(a:) dz — /acf(;v) .
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Egy feladat

Hatarozzuk meg az y = 22 parabola és az y = 2x + 3 egyenes 4ltal hatarolt
(korlatos) sikidom teriiletét!



Egy feladat

Hatarozzuk meg az y = 22 parabola és az y = 2x + 3 egyenes 4ltal hatarolt

(korlatos) sikidom teriiletét!

El8sz6r szamoljuk ki a
metszéspontokat!

22 =2x+3
22 —22-3=0

’ 2 2

Igy tehat a kovetkezs integral kell:

-1

24+ /1 —4(-3) 2+4

3 23
/ 20 +3—22dz = [m2+333—

3

11 Y
10 |
9 s
8 £
7 £
6 £
5 s
4 £
3 3k
-1 |
L x




