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Polinom
Az . — apz™ + an_12" 1 + -« + a1z + ap hozzarendelést polinomnak nevezziik (ag,a1,...,a, € R).
Az a, a féegylitthatd, ag a konstanstag.

(Kis-)Bézout-tétel
Ha zy € R gydke egy p(x) polinomnak, akkor az kiemelhetd, azaz létezik olyan g(x) polinom, hogy
p(z) = (z — zo)q(x).

Polinom gy6kének multiplicitasa
A p(z) polinom g gyckének multiplicitdsa m, ha (z — 29)™ kiemelhetd p-bél, de (z — 20)™ ! nem.

Egészegyiitthatés polinom racionalis gyokei
Az apa™ + an_12" "t + -+ a12 + ag egészegyiitthatés polinomnak (a1, as, ..., a, € Z) csak olyan %
raciondlis gyoke van (ahol p és g relativ prim), melyre p osztja ag-t és q osztja a,-et.

Fiuggvény értelmezési tartomanya
Az f: A — R fiiggvény (A C R) értelmezési tartoménya az A halmaz, melyet D ;-fel szoktunk jelolni.

Fuggvény értékkészlete
Az f: Dy — R fuggvény (Dy C R) értékkészlete azon valds szamok halmaza, melyet a fiiggvény
felvesz. Jelolés: Ry. Azaz Ry = {f(x) | x € Dy¢}.

Monoton névé fiiggvény
Egy f: Dy — R fiiggvény (D¢ C R) monoton né, ha x; < x2 (x1,22 € Dy) esetén f(x1) < f(x2).

Szigorian monoton noévé fiiggvény
Egy f: Dy — R fiiggvény (D¢ C R) szigorian monoton né, ha x1 < xa (21,22 € Dy) esetén
fa1) < fla2).

Monoton csékkené fiiggvény
Egy f: Dy — R figgvény (D; C R) monoton csokken, ha 1 < x2 (21,22 € Dy) esetén f(x1) > f(x2).

Szigorian monoton csékkend fiiggvény
Egy f: Dy — R fiiggvény (D C R) szigortian monoton csékken, ha z1 < z2 (1,22 € Dy) esetén
fa1) > f(x2).

Alulrél korlatos fiiggvény
Egy f: Dy — R fiiggvény (D; C R) alulrdl korlatos, ha létezik k € R valds szam, hogy f(z) > k
minden x € Dy esetén.

Feliilrol korlatos fiiggvény
Egy f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) feliilr6l korldtos, ha létezik K € R valés szam, hogy f(z) < K
minden x € Dy esetén.

Korlatos figgvény

Egy f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) korlatos, ha alulrdl és feliilrél is korlatos, azaz léteznek k, K € R
valés szamok, hogy k < f(z) < K minden x € Dy esetén. Ezt Ggy is mondhatjuk, hogy létezik K € R
valés szam, hogy |f(x)| < K minden x € Dy esetén.

Periodikus fiuggvény
Egy f: Dy — R fiiggvény (D; C R) periodikus, ha van olyan d € R nemnulla szam, hogy = € Dy
esetén x =d € Dy és f(x) = f(z £ d).

Paros figgvény
Egy f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) pdros, ha x € Dy esetén —x € Dy és f(—x) = f(x).

Paratlan fuggvény
Egy f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) paratlan, ha x € Dy esetén —x € Dy és f(—x) = —f(x).



Invertalhaté fuggvény
Egy f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) invertalhato, ha az értékkészletének minden elemét egyszer veszi
fel, azaz f(x1) = f(x2) esetén x; = xa.

Inverz figgvény
Egy f: Dy — R invertdlhaté fiiggvény (Dy C R) inverze az az f~': Ry — Dy fiiggvény, melyre
f~Y(f(z)) = x minden z € Dy-re.

Valés fiiggvény véges hatarértéke véges pontban
Az f: Dy — R fliggvény (D; C R) hatéarértéke az o pontban A € R, ha minden ¢ > 0-hoz létezik
d >0, hogy 0 < |z — 20| < esetén x € Dy és |f(x) — A| <e. Jelolése: lim f(x) = A.

T—TQ

Valés fiiggvény végtelen hatarértéke véges pontban
Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) hatarértéke az xg pontban 400, ha minden K € R-hez létezik
d >0, hogy 0 < |z —xo| < 6 esetén z € Dy és K < f(x). Jelolése: ILm f(z) = +o0.

T—T0

Valés fiiggvény végtelen hatarértéke véges pontban
Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) hatarértéke az xg pontban —oo, ha minden K € R-hez létezik
d >0, hogy 0 < |z —xo| < 6 esetén z € Dy és f(x) < K. Jelolése: li_>m f(z) = —oc.

T—T0

Valés fiiggvény véges hatarértéke a +oo-ben
Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) hatarértéke a +-0o-ben A € R, ha minden ¢ > 0-hoz létezik L € R,
hogy L < x esetén x € Dy és |f(x) — A| < e. Jelolése: hIJP f(x) = A.

T—>+00

Valés fiiggvény végtelen hatarértéke a +oo-ben
Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) hatarértéke a +-o0o-ben +o00, ha minden K € R-hez létezik L € R,
hogy L < x esetén x € Dy és K < f(x). Jelolése: lirf f(z) = +oo.

T—>+00

Valos fiiggvény végtelen hatarértéke a +oo-ben
Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) hatarértéke a +0o-ben —oo, ha minden K € R-hez létezik L € R,
hogy L < x esetén x € Dy és f(x) < K. Jelolése: lirf f(z) = —o0.

T—r+00

Valos fiiggvény véges hatarértéke a —oo-ben
Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) hatdrértéke a —oo-ben A € R, ha minden ¢ > 0-hoz létezik L € R,
hogy © < L esetén x € Dy és |f(xz) — A| < e. Jelolése: lim f(x) = A.

T—r—00

Valés fiiggvény végtelen hatarértéke a —oco-ben
Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) hatarértéke a —oo-ben +00, ha minden K € R-hez létezik L € R,
hogy « < L esetén x € Dy és K < f(x). Jelolése: lim f(z) = +oo.

T——00

Valos fliggvény végtelen hatarértéke a —oo-ben
Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) hatarértéke a —oo-ben —oo, ha minden K € R-hez létezik L € R,
hogy « < L esetén x € Dy és f(x) < K. Jelolése: lim f(z) = —oo.

Tr—r—00

Valés fiiggvény véges jobb oldali hatarértéke
Az f: Dy — R fiiggvény (D C R) jobb oldali hatarértéke az xo pontban A € R, ha minden & > 0-hoz
létezik 6 > 0, hogy 0 <  —xp < d esetén x € Dy és |f(x) — A| < e. Jeldlése: lim+ f(z)=A.

T—T0

Valos fiiggvény végtelen jobb oldali hatarértéke
Az f: Dy — R fliggvény (D C R) jobb oldali hatarértéke az xy pontban +o00, ha minden K € R-hez
létezik 6 > 0, hogy 0 < x — g < § esetén x € Dy és K < f(x). Jelolése: hm+ f(z) = +o0.

Tr—xTQ

Valos fiiggvény végtelen jobb oldali hatarértéke
Az f: Dy — R fliggvény (D C R) jobb oldali hatarértéke az xg pontban —oo, ha minden K € R-hez
létezik 6 > 0, hogy 0 < o — g < ¢ esetén x € Dy és f(x) < K. Jelolése: lim+ f(x) = —o0.

T—TQ

Valés fiiggvény véges bal oldali hatarértéke
Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) bal oldali hatarértéke az xo pontban A € R, ha minden € > 0-hoz



létezik 6 > 0, hogy 0 < 29 —x < § esetén x € Dy és |f(x) — A| < e. Jelolése: lim f(x) = A.

T—To—

Valos fliggvény végtelen bal oldali hatarértéke
Az f: Dy — R fiiggvény (D; C R) bal oldali hatarértéke az xo pontban 400, ha minden K € R-hez
létezik 6 > 0, hogy 0 < 29 —x < d esetén x € Dy és K < f(x). Jelolése: lim f(z) = +oo.

Tr—x0—

Valos fiiggvény végtelen bal oldali hatarértéke
Az f: Dy — R fiiggvény (D; C R) bal oldali hatarértéke az 2y pontban —oo, ha minden K € R-hez
létezik 6 > 0, hogy 0 < 29 —x < § esetén x € Dy és f(x) < K. Jelolése: lim f(x) = —o0.

T—xo—

Rendoérelv fiiggvényhatarértékre
Ha az f,g,h: R — R fliggvényekre teljesiil, hogy f(z) < g(x) < h(zx) minden x € R-re, és az f és h
fliggvényeknek a hatarértéke xg-ban A, akkor a g fiiggvény hatarértéke zg-ban szintén A.

Valos fliggvény folytonossaga egy pontban
Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) folytonos az xg € Dy pontban, ha lim f(x) = f(x¢). Azaz minden

T—T0

€ > 0-hoz létezik 6 > 0, hogy |x — x| < J esetén |f(z) — f(zo)| < e.

Valos fiiggvény folytonossaga
Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) folytonos, ha minden zg € Dy pontban folytonos.

Szakadasi hely
Az f: Dy — R fiiggvénynek (D C R) az xg € Dy pont szakadasi helye, ha a fiiggvény zo-ban nem
folytonos.

Megsziintethet6 szakadasi hely
Az f: Dy — R fiiggvénynek (Dy C R) az xg € Dy szakadasi helye megsziintethetd, ha van olyan A
szam, hogy a fiiggvény értékét xg-ban A-ra véltoztatva, az igy kapott fliggvény folytonos xg-ban.

Ugras/els6faju szakadési hely

Az f: Dy — R fiiggvénynek (Dy C R) az xg € Dy szakaddsi helye ugrashely, ha 1étezik és véges az
xo-beli jobb és bal oldali hatarérték, de nem egyenlGek.

Szinguldris/masodfaju szakadasi hely

Az f: Dy — R fiiggvénynek (Dy C R) az xg € Dy szakaddsi helye szingularis, ha az xg-beli jobb vagy
bal oldali hatarértéknek legalabb egyike nem létezik vagy végtelen.

Weierstrass-tétel

Ha f: [a,b] — R folytonos fiiggvény, akkor van olyan o, € [a,b], melyekre f(a) < f(z) < f(B)
minden x € [a, b]-re.

Bolzano-tétel
Ha f: [a,b] — R folytonos fliggvény, akkor f felvesz minden f(a) és f(b) kozotti értéket.

Valos fiiggvény differencialhatésaga egy pontban
Egy f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) az x9 € Dy pontban differencidlhaté, ha létezik és véges a

i @0+ ) = flwo) _ . f(@) — flzo)

h—0 h T—T0 T — X0

hatarérték.

Valés fiiggvény differencidlhatésaga
Egy f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) differencidlhat6, ha minden xy € R pontban differencialhaté.

Derivalt fliiggvény
Egy f: Dy — R differencidlhaté fiiggvény (D C R) derivalt fiiggvénye az a fiiggvény, mely minden
xo € Dy ponthoz hozzarendeli az
o) — i 1@ = Fa0)
T—T0 T — X0

hatarértéket.



Inverz fliggvény differencialasi szabalya
Ha az f: Dy — R fliggvény (D; C R) szigortian monoton né és folytonos zg € Dy egy kornyezetében,
tovabbé x-ban differencidlhaté és f(zq) # 0, akkor az f~! inverz fiiggvény differencidlhaté f(zo)-ban,

és 7V(f(20)) = iy

Osszetett fiiggvény differencislési szabélya
Ha az f,g: R — R fliggvények, g differencidlhaté az xy pontban, f differencidlhaté a g(zg) pontban,
akkor az f o g fliggvény differencidlhaté az x¢ pontban, és (f o g)(xo) = f/'(g9(x0))g’ (o).

Taylor-polinom
Az f: R — R figgvény zg € R koriili n-edfokd Taylor-polinomja a kévetkezo:

n k) (o "y
. W(az — 20)" = f(x0) + f'(z0)(z — m0) + f(QO)(x —10)® 4 (= o)™,
k=0 '

Lokalis minimum
Az f: Dy — R fliggvénynek (Dy C R) az x9 € Dy pontban lokalis minimuma van, ha van olyan § > 0,
hogy |x — xg| < d esetén f(x) > f(xo).

Lokalis maximum
Az f: Dy — R fiiggvénynek (Dy C R) az x9 € Dy pontban lokédlis maximuma van, ha van olyan
d >0, hogy |z — zo| < 0 esetén f(z) < f(zo).

Abszolit minimum
Az f: Dy — R fiiggvénynek (Dy C R) az x9 € Dy pontban abszolit minimuma van, ha minden
x € Dy esetén f(x) > f(xo).

Abszolit maximum
Az f: Dy — R fiiggvénynek (Dy C R) az x9 € Dy pontban abszolit maximuma van, ha minden
x € Dy esetén f(x) < f(xo).

Lokalis szélsGérték 1étezésének sziikséges feltétele
Ha az f: Dy — R fiiggvénynek (Dy C R) az x9 € Dy pontban lokalis szélséértéke (minimuma vagy
maximuma) van és ebben a pontban differencidlhaté, akkor f’(zg) = 0.

Lokalis széls6érték 1étezésének elsbrendii elégséges feltétele
Ha az f: Dy — R differencidlhaté fliggvényre (Dy C R) f'(z0) = 0, és zo-ban elGjelet valt a derivalt
fliggvény, akkor a fliggvénynek xgp-ban lokalis szélséértéke van.

Lokalis maximum létezésének masodrendii elégséges feltétele
Ha az f: Dy — R kétszer differencidlhaté fiiggvényre (Dy C R) f/(zg) = 0 és f"(xo) < 0, akkor a
fliggvénynek xg-ban lokalis maximuma van.

Lokalis minimum létezésének masodrendii elégséges feltétele
Ha az f: Dy — R kétszer differencidlhaté fiiggvényre (Dy C R) f'(zg) = 0 és f"(xo) > 0, akkor a
fliggvénynek xp-ban lokdlis minimuma van.

Rolle-tétel
Ha az f: [a,b] — R fliggvény az [a,b]-n folytonos, (a,b)-n differencidlhaté és f(a) = f(b), akkor van
olyan x € (a,b) belsé pont, amire f'(z) = 0.

Lagrange-féle kozépértéktétel
Ha az f: [a,b] — R fiiggvény az [a, b]-n folytonos, (a,b)-n differencidlhatd, akkor van olyan x € (a,b)

bels6 pont, amire b) —

Cauchy-féle kozépértéktétel
Ha f,g: [a,b] — R fiiggvények az [a,b]-n folytonosak, (a,b)-n differencidlhatéak, a g derivaltja az
(a,b)-n sehol sem 0, akkor van olyan x € (a,b) belsé pont, amire

f'@) _ f(0) - fla)

g(@)  g(b) —gla)’

4



Valos fliggvény konvexitasa

Az f: Dy — R fliggvény (Dy C R) az I C Dy intervallumon konvex, ha az I intervallumon a fiiggvény
grafikonja feletti tartomany konvex. Ha a fliggvény differencidlhatd, akkor ez ekvivalens azzal, hogy a
grafikon az érintéegyenes felett halad, azaz f(z) > f(zo) + f'(z0)(x — xo) minden z,zy € I esetén.

Valos fiiggvény konkavitasa

Az f: Dy — R fliggvény (D C R) az I C Dy intervallumon konkdv, ha az I intervallumon a fiiggvény
grafikonja alatti tartomany konvex. Ha a fiiggvény differencidlhaté, akkor ez ekvivalens azzal, hogy a
grafikon az érintéegyenes alatt halad, azaz f(z) < f(zo) + f'(z0)(x — x¢) minden x, z¢ € I esetén.

Inflexiés pont

Az f: Dy — R fiiggvénynek (Dy C R) az x9 € Dy pontban inflexiés pontja van, ha zo-ban diffe-
rencidlhaté, és itt a fiiggvény konvexitdst valt, azaz a fliggvény el6tte konvex és utdna konkav vagy
forditva.

Bernoulli-L’Hospital-szabaly
Tegytik fel, hogy az f(x), g(x) differencidlhaté fiiggvények értelmezettek az xy pont egy kornyezetében,
esetleg az xo-ban nem. Ekkor ha lim f(z) = lim g(x) =0 vagy lim f(z) = lim g(x) = +o0, és ha
T—T0 T—T0 T—T0 Tr—x0
im

w0 g ()

létezik, akkor
/
lim /(@) = lim (@)

v glz) v gx)

Hasonlo allitas igaz, ha xy = 400, illetve bal és jobb oldali hatarértékekre is.

Primitiv fliiggvény

Az f: I — R fliggvény (I C R nyilt intervallum) primitiv fiiggvénye F': I — R, ha F differencidlhat6
In, és F'(z) = f(x) minden z € I esetén.

Hatarozatlan integral

Az f: I — R fiiggvény (I C R nyilt intervallum) hatdrozatlan integrélja az 6sszes primitiv fiiggvényének
halmaza. Jelolés: [ f(x)d.

Newton—Leibniz-szabaly
Ha f: [a,b] — R fiiggvény integralhaté [a,b]-n, és F': [a,b] — R primitiv fiiggvénye f-nek az (a,b)-n
(azaz F differencialhaté (a,b)-n, és itt F'(x) = f(z)), tovdbba F folytonos [a, b]-n, akkor

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).
Gorbe ivhossza

b
Az f: [a,b] — R differencialhato fiiggvény grafikonjanak az ivhossza / V14 (f(x))?dz.
a

Forgastest térfogata
Az f: [a,b] — Ry fiiggvény grafikonjit az = tengely koriil megforgatva kapott forgéstest térfogata

ﬂ/ab F2(z) da.

Forgastest palast felszine
Az f: [a,b] — R differencidlhaté fliggvény grafikonjat az = tengely koril megforgatva kapott forgastest
paldstjanak felszine

b
27r/ F@)VIT (@) da.



