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1. feladat

Határozzuk meg az f(x) = x2 és a g(x) =
√
x függvények gra�konjai által

közrezárt síkidom területét.

A két gra�kon metszéspontjainak x koordinátái az x2 =
√
x egyenlet

megoldásai, azaz 0 és 1.
A közrezárt síkidom területe a két görbe alatti terület különbsége:∫ 1
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√
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2. feladat

Határozzuk meg az y = x4 és az y = 3x2 − 2 egyenlet¶ görbék által közrezárt
síkidom területét.

A metszéspont meghatározása:

x4 = 3x2 − 2

x4 − 3x2 + 2 = 0

Ez t = x2-re egy másodfokú egyenlet:

t2 − 3t+ 2 = 0,

−
√
2 −1 1

√
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−2
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4

x

y

ennek gyökei 1 és 2. Így a metszéspontok x koordinátái: −
√
2,−1, 1,

√
2.

Három integrált kell kiszámolnunk:
−
√
2 és −1 között; −1 és 1 között; 1 és

√
2 között.∫ √2
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A szimmetria miatt az els® és harmadik megegyezik, így a terület
24− 8

√
2

5
.
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3. feladat

Számítsuk ki az f(x) = x
√
x, 0 ≤ x ≤ 4 függvény gra�konjának az ívhosszát.

Az f függvény gra�konjának ívhossza a és b között:∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

A feladat esetében f(x) = x
√
x = x3/2, így f ′(x) =
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Így az ívhossz (alkalmazva a lineáris helyettesítés szabályát):
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4. feladat

Határozzuk meg az f(x) = sinx, x ∈ [0, π] függvény gra�konjának az x tengely
körüli megforgatásával adódó forgástest térfogatát.

Az f(x) függvény (x ∈ [a, b]) gra�konját x tengely körüli megforgatásával
kapott forgásfelület térfogata:

π

∫ b

a

f2(x) dx,

mely a jelen esetben felhasználva a sin2 x =
1− cos(2x)

2
összefüggést:
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0
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2
≈ 4,93
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5. feladat

Határozzuk meg a forgási paraboloid alakú váza ¶rtartalmát és felszínét. A váza
alakját az f(x) = x2 (x ∈ [−1, 1]) függvény gra�konjának y tengely körüli
forgatásával kapjuk.

Áttérve x tengely körüli forgatásra:

f(x) =
√
x (x ∈ [0, 1])

Az ¶rtartalom a térfogat: −1 1
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És a felszín felhasználva, hogy f ′(x) = 1
2
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x
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Házi feladatok

1. Határozzuk meg az y = −x2 + 8x− 9 és az y =
x2

2
− 4x+ 9 egyenlet¶

görbék által közrezárt síkidom területét.

2. Számítsuk ki az f(x) = ln
(
1− x2

)
, x ∈

[
0, 12
]
függvény gra�konjának az

ívhosszát.

3. Határozzuk meg az f(x) = x− 1

x
, x ∈ [1, 3] függvény gra�konjának az x

tengely körüli megforgatásával adódó forgástest térfogatát.



Els® házi feladat megoldása

Határozzuk meg az y = −x2 + 8x− 9 és az y =
x2

2
− 4x+ 9 egyenlet¶ görbék

által közrezárt síkidom területét.

El®ször meghatározzuk a
metszéspontok x koordinátáját:

−x2 + 8x− 9 =
x2

2
− 4x+ 9

0 =
3

2
x2 − 12x+ 18

0 = x2 − 8x+ 12
2 4 6 8

5

10

x

y

másodfokú egyenlet megoldásai x1 = 2 és x2 = 6.
E két érték között kell a két függvény különbségét integrálni:∫ 6

2
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(
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2
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)
dx =
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2
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=

[
−3

2

x3

3
+ 6x2 − 18x
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Második házi feladat megoldása

Számítsuk ki az f(x) = ln
(
1− x2

)
, x ∈

[
0, 12
]
függvény gra�konjának az

ívhosszát.

Az f függvény gra�konjának ívhossza:
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

A feladat esetében f ′(x) =
1

1− x2
(−2x) = − 2x

1− x2
.

El®ször csak az integrandus négyzetét számoljuk ki:
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Harmadik házi feladat megoldása

Határozzuk meg az f(x) = x− 1

x
, x ∈ [1, 3] függvény gra�konjának az x

tengely körüli megforgatásával adódó forgástest térfogatát.

Az f(x) függvény gra�konját x tengely körüli megforgatásával kapott
forgásfelület térfogata:
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