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Linearis leképezések ismétlés

A: R™ — R” linearis leképezés, ha

» Ax+y)=Ax)+ Aly) x,y € R" esetén és
» A(Xx) = MA(x) x € R™", A € R esetén.

Ha n = k, akkor linearis transzformaciénak nevezziik.

Tétel:

A: R™ — R¥ linearis leképezéshez létezik egy k x n-es A matrix, hogy
A(x) = Ax.

Ekkor az e bazisvektor képe Aeq, azaz az A matrix elsé oszlopa.
Hasonléan az e; bazisvektor képe Ae;, azaz az A matrix j-edik oszlopa.
Kompozicié:

A, B linearis leképezések, és A, B a megfelel6 matrixok, ekkor a Bo A
leképezéshez a BA matrix tartozik, mivel

B(A(x)) = BAx

Transzformacié esetén a matrix determinansanak abszol(t értéke azt hatarozza
meg, hogy a transzformacié a térfogatot hanyszorosara valtoztatja.



Sajatértékek és sajatvektorok

A egy linearis transzformacié, keresiink egy olyan (nem null)vektort, amit
megny(jt: A(v) = Av valamilyen A valés szamra.

Ekkor A a transzformacié sajatértéke és v a hozza tartozé sajatvektor.
Ugyanez a megfel6 matrixra:

A n x n-es matrix és v # 0 n dimenzids oszlopvektor, melyekre: Av = Av
valamilyen A € R szamra.

Av = )\v
Av—-)v=0
Av—-)E,v=0
(A—XE,)v=0

Ez v-re egy homogén linearis egyenletrendszer.

Ennek pontosan akkor van v # 0 megoldasa, ha det(A — AE,,) egyenl6 nullaval.
Ez egy n-edfokd polinom A-ban, melyet karakterisztikus polinomnak neveziink.
A sajatértékek megkereséshez ennek a polinomnak kell megkeresni a gyokeit.



1 -1 1
1 1 -1 ] matrix sajatértékei és sajatvektorai.

2 -1 0
100 A0 I-x -1 1
Es=|0 10 ME;=| 0 A A-\E; = 1 1-Xx -1
00 1 0 0 2 -1 =
det(A —AE3) = (1 = A\)?(=\) +2+ (1) =21 =A) = A= (1—)\) =
= AN 4207 A 4+2 -1 2420 - A -1+ A=
=N o4 a-2=
=A=1) (=N +21+2)
A1 =1 gydk. A =A% + X\ + 2 mésodfoka polinom gydkei:
—1+/1-4-(-1)-2 —-1+v9 —-1+£3 -1
)\2.’3: 2 = = =
(-1) -2 —2 2

Tehat az A matrix sajatértékei: 1,—1,2.

0
0
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Sajatvektor szamitasa — elsé

A X sajatértékhez tartozé sajatvektor az (A — AE,)v = 0 homogén linearis
egyenletrendszer megoldasa. Ez Ay = 1 esetén:

0o -1 1
A-)NE;=|1 0 -1
2 -1 -1
0 -1 110 S1 4> So 1 0 —-1]0 S3 — 281
1 0 —-11]0 ~ 0 -1 10 ~
2 -1 —-110 2 -1 —-110
1 0 —=1]07 so/(=1) [1 0 —1]07 s3+s0
0 -1 10 ~ 0 1 -1]0 ~
0 -1 10 0 - 110
R 1 0 —1]0
SOl Il I VR R
0 0 00
Ekkor x3 szabad paraméter, és x1 = x3 és o = x3.
I3 €T
A megoldas: |x3|, mig a A\; = 1-hez tartoz6 sajatvektorok: x [|lx#0

I3 T



Sajatvektor szamitasa — masodik

Ao = —1 esetén:
2 -1 1
A-XE;=|1 2 -1
2 -1 1
2 -1 110 S1 <> S9 [ 1 2 =110 So — 251
1 2 —-110 ~ 2 —1 110 ~
2 —1 110 | 2 —1 110 s3 — 281
1 2 —1]07 s/(=5) [1 2 —1]07 s3+5s2
0 =5 3]0 ~ 0 1 =210 ~
0 -5 310 | 0 =5 310
1 2 —53[ 0 S1 — 282 1 0 1 0
0 1 =50 - 01 -3|0
10 0 00 5
Ebben az esetben is az x5 a szabad paraméter, és xy = —ix3 és x5 = 2u3, igy
[ —l:Eg —x
a megoldasok: tx3 |, mig a sajatvektorok: 3z ||z #0
i T3 ox




Sajatvektor szamitasa — harmadik

A3 = 2 esetén:

-1 -1 1
A—ME;=| 1 -1 -1
2 -1 -2

-1 =110 ~ 1 -1 —-110 ~
-1 =210 2 -1 =210 S3 — 281
1 1 —-11]0 s2/(—2) 1 1 =110 S3 + 3s2
0 -2 00 ~ 0 1 00 ~
0 -3 0]0 0 -3 0]0
1 1 =110 S1 — 82 10 —11l0
01 010 ~ 01 0]o
0 0 0]0
Itt is az x3 a szabad paraméter, és 1 = 3 és x5 = 0, igy a megoldasok:
I3 x
0 [, mig a sajatvektorok: 0 ||lz#0

I3 x



Osszefoglalas

1 -1 1
AzA=|1 1 -1
2 -1 0

Ezekhez tartozé sajatvektorok:

)\1:1 x

)\2 =-1 3z

A3

I
o
o

x#£0p, pl:

x£0p, pl:

x#0,, pl:

matrix sajatértékei: 1, —1,2.

1
1|, melyre
|1
[—1

3|, melyre
| 5
1
0, melyre
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Feladat

matrix sajatértékeit, és mindegyikhez

— N =
W W

0
Hatarozzuk meg az A = | —1
-1

adjunk meg egy-egy sajatvektort.



Feladat

matrix sajatértékeit, és mindegyikhez

— N =
W W

0
Hatarozzuk meg az A = | —1
-1

adjunk meg egy-egy sajatvektort.

0—x 1 4
det(A —AEg)=| -1 2-Xx 3 |=
~1 1 3-2A

= A2-NB-N)=3-44+42-N)+B-N)+3\=
=N 45N —6A—T+8—4A+3—-A+3\=
=X 4+5)—-8\+4

A racionalis gyokok a 4 osztéi kdzott vannak: +1, 42, +4. Az 1 gyok, igy azt
kiemelhetjiik:

AN BN =8 4= (A= 1) (A4 —4) = —(A - 1)(A —2)?

Két sajatérték van: 1 és 2, utdbbi kétszeres.



Feladat folytatasa: els6 sajatérték

A1 = 1 sajatérték:

-1 1 4
A-MEs=| -1 1 3
_—1 1 2
-1 1 410 51/(—1) 1 - —4 10 So + 1
-1 1 3|0 ~ -1 310 ~
-1 1 2|0 _71 1 210 S3 + S
1 -1 —-410 82/(—1) 1 -1 —410 $1 + 439
0 0 —-11]0 ~ 0 0 110 ~
0 0 =210 0 0 =210 S3 + 289
1 -1 010
0 0 1]0
0 0 00

Az x5 a szabad paraméter, x1 = x5 és x5 = 0, igy a sajatvektorok halmaza:

x
x ||z #£0 ;. Egy sajatvektor példaul az (1,1,0) vektor.

0



Feladat folytatasa: masodik sajatérték

Ao = 2 sajatérték:

-2 1 4
A—XEs=| -1 0 3
-1 1 1
-2 1 4|0 S1 <> So -1 0 310 81/(—1)
-1 0 3|0 ~ -2 1 410 ~
-1 1 10 -1 1 110
1 0 =310 So + 251 1 0 =310 S3 — 82
-2 1 410 ~ 01 =210 ~
-1 1 110 S3 4+ 51 1 =210
1 0 =310
01 =210
0 0 0]0

Az z3 a szabad paraméter, x1 = 3x3 és z9 = 2x3, igy a sajatvektorok halmaza:

3z
2z ||z #0 p. Egy sajatvektor példaul a (3,2,1) vektor.

T



matrix sajatértékei és az egyikhez a sajatvektorok.



1 0 O
Az A= | 2 1 —2 | matrix sajatértékei és az egyikhez a sajatvektorok.
3 2 1
1—A 0 0 1\ _9
det(A — AE3) =| 2 1—-X =2 :(1—)\)‘ 9 1_)\‘—0—#0:
3 2 1-A

=(1-N(1=X)*+4)=(1-X) (\>=2)x+5)
A A1 =1 gydk, a mésik ketté a masodfoki megoldoképlettel:

24 /(—2)2—4-5 2416 244
Aoz = ( 2) == 149

2

Tehat a sajatértékek: 1,1 + 27,1 — 24.
A1 = 1-hez szdmolhatunk sajatvektort (tobbihez is lehetne, de nehezebb):

2 0 —-210 ~
3 9 olo 3 2 010 0 2 3
2z

x3 szabad paraméter: x1 = x3 és xo = —%xg, a sajatvektorok: —3x||z#0
2x



