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Diagonalizalhatdsag

Egy matrix diagonalis, ha a f6atlén kiviil minden eleme 0.
Példa:

300
0 50
0 0 7

Egy A négyzetes matrix diagonalizalhatd, ha talalhaté hozza olyan C
invertalhaté négyzetes matrix, hogy C~'AC diagonalis.
Ez a sajatvektorok bazisiban a megfelels transzformacié matrixa.

Tétel:
Az A n x n-es matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha van n darab
linearisan fiiggetlen sajatvektora.

Ekkor C oszlopai a sajatvektorok, mig a diagonalis matrix f6atléjaban a
sajatértékek allnak.



El6szor egy feladat

Hatarozzuk meg a kdvetkez6 matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

5 —6 —6
A=| -1 4 2
3 -6 —4



El6szor egy feladat

Hatarozzuk meg a kdvetkez6 matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

5 —6 —6
A=| -1 4 2
3 -6 —4
5-A -6 —6
det(A—\Ez)=| -1 4-Xx 2 |=
3 -6 —4-2)

=B -ANA-=A)(-4=A)+(=6)-2-3+(=6)- (1) - (-6)—
—(=6)-(4=A):3—(=6)-(-1) - (-4=A) = (5-XA)-2-(-6) =

= A 4507 4 16)A — 80 — 36 — 36 + 72 — 18\ + 24 + 6\ + 60 — 12\ =

=-M4+5A2 -8\ +4=A-1) (=N +4r—4) = (A-1) (-(A—2)?)

Tehat a sajatértékek: 1,2, 2.



Az els6 sajatvektor

Sajatvektor A\; = 1-hez:

4 —6 —6|0 |s1—s3 1 0 —1]0 |s2+s1 |1 0 -110

-1 3 210 ~ -1 3 210 ~ 0 3 110
3 =6 =510 3 -6 —5|0 [s3—3s1| 0 —6 =20
s9/3[ 1 0 —1]|07ss+6s2[1 0 —1]0
~ 10 1 %10 ~ 01 4]0
0 -6 —-210 0 0 010
Az 3 szabad paraméter, x1 = x3, és 73 = — 13,
z
A sajatvektorok halmaza: f%m x#0
z
3
Egy sajatvektor: vi = | —1



A masodik sajatvektor

Ao = 2-hoz sajatvektor:

3 =6 —6|0 |s1/3 1 -2 2|0 |s2+s1 |1
-1 2 210 ~ -1 2 210 ~ 0
3 -6 —61]0 3 —6 —6|0 |s3—3s1| 0

-2 =2
0 0
0 0

o O O

Az x4 és x3 szabad paraméter, és 11 — 2x5 — 2x3 = 0, azaz 1 = 29 + 23,

2x9 + 2x3
és igy a sajatvektorok halmaza: To o, x3 nem mindketts 0
3
2 2
A2 = 2-hdz két (linearisan fiiggetlen) sajatvektor: vo = | 1 | ésvs=| 0
0 1



Osszefoglalas

5 —6 —6
A= -1 4 2
3 -6 —4

sajatértékei: 1,2,2
3
A1 = 1-hez sajatvektor: vi = | —1
3

A2 = 2-héz két (linearisan fiiggetlen) sajatvektor: vy =

Legyen

Q

|

|
w =W
S =N
— o

Szamitsuk ki az inverzét!



Az inverz matrix

3 2 2
C=|-1120
3 01

1. Determinans kiszamolasa:

detC=3-1-14+2:0-3+2-(=1)-0-2-1-3—-2-(—1)-1-3-0-0=—1

2. Aldeterminansok kiszamolasa: 4. A kapott matrixot sakktabla-szabaly
1 -1 -3 szerint szorozzuk:
2 -3 -6 1 -2 -2
-2 2 5 1 -3 -2

-3 6 5
3. A kapott méatrixot transzponaljuk:
5. Végiil leosztjuk a determinanssal:

1 2 =2
-1 -3 2 -1 2 2
-3 —6 5 cl=1| 1 3 2



Diagonalizalas

5 —6 —6 3 2 2 -1 2
A=| -1 4 2 C=|-110 cl=| -1 3
3 -6 —4 3 01 3 —6
1 0 0
C!'AC=|0 2 0
0 0 2
3 3
AC els6 oszlopa: Avy = A\ivi=1-] —1 -1
3 3
2
AC masodik oszlopa: Avy = Agvo =2+ [ 1| = 2
0 0

4
AC harmadik oszlopa: Avg = Ayvz3=2-| 0 ] = { 0 ]
1 2
C~1(AC) els6 oszlopa = C™'C = Ej3 els6 oszlopa,
C~!(AC) masodik oszlopa = kétszer C~1C = E3 masodik oszlopa,
C~!(AC) harmadik oszlopa = kétszer C~1C = E3 harmadik oszlopa.




Diagonalizalas altalaban

Ha az A n x n-es matrixnak a sajatértékei Ay, Ao, ..., \,, és ezekhez van n
darab lineérisan fiiggetlen sajatvektor: vi,vs, ..., v,, akkor legyen
A0 ... 0
0 X ... O
D= . . ) . és C:[V1V2...Vn]
0 0 ... M\

Sajatvektorok linearisan fiiggetlenek, igy a C matrixnak létezik a C~! inverze.
Ekkor
D=C'AC — A=cCDC!



Matrixok hatvanyozésa

)
A= -1
3

—6
4
—6

—6
2
—4

A’ =



Matrixok hatvanyozésa

5 —6 —6
A= -1 4 2 A® =7
3 —6 —4
1 00 3 2 2 -1 2 2
D=|(0 2 0 C=|-110 cl=| -1 3 2
00 2 3 01 3 —6 -5
Tudjuk, hogy A = CDC™!

— (cpc )’ =cpCc'cbct-..CcDC ! = CcDC !

Masrészt
1007° 1 0 0 1 0 0
D=0 2 0| =0 2° 0 |=|0 32 0
00 2 0 0 2° 0 0 32
Ezzel:
3 2 271 0 o -1 2 2 125 —186 —186
A°=1]-1 1 0 0 32 0 -1 3 2| =]-31 94 62
30 1|0 0 32 3 —6 -5 93 —186 —154



