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Emlékeztets: egyvaltozos eset

Az f: Dy — R (D; C R) fiiggvénynek az zy € Dy pontja
lokélis minimumhely, ha van olyan § > 0, hogy

f(@) > f(zo) minden x € (xg — 0,z + J) esetén.

A lokalis minimum az f(z) fliggvényérték.

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az zy € Dy pontja
lokalis maximumbhely, ha van olyan 6 > 0, hogy

f(z) < f(xo) minden = € (xg — §, 20 + &) esetén.

A lokalis maximum az f(z() fliggvényérték.

Lokalis szélsGérték: lokalis minimum vagy lokalis maximum.

Lokalis szélsGértékhely: lokalis minimumhely vagy lokalis maximumhely.

Sziikséges feltétel:

xo lokalis széls6értékhely, akkor f'(xg) =0

Masodrend(i elégséges feltétel:
f'(xo) =0 és f"(zg) >0, akkor zq lokalis minimumhely
f'(xo) =0 és f"(xg) <0, akkor zg lokalis maximumhely



Ugyanez tébb valtozéban

Egy xo € R™ pont egy kdrnyezete valamilyen & > 0-ra az xo kdzéppontd,
sugar( gébmb belseje: {x € R" | |x — x¢| < €}.

Az f: R™ — R fiiggvénynek az xy € R™ pont lokalis minimumhelye, ha xg-nak
van egy olyan D kdrnyezete, hogy minden x € D esetén f(x) > f(xo).

Ekkor a lokalis minimum az f(xg) fliggvényérték.

Az f: R™ — R fiiggvénynek az xo € R™ pont lokalis maximumhelye, ha xy-nak

van egy olyan D kdérnyezete, hogy minden x € D esetén f(x) < f(xo).
Ekkor a lokalis maximum az f(xg) fliggvényérték.

Tétel (lokalis szélséérték létezésének sziikséges feltétele):

Ha az f: R™ — R fiiggvénynek az xy € R™ pontban lokalis szélséértéke van,
akkor xg-ban az Gsszes létezé parcialis derivaltja 0.

Az xg € R™ pont az f: R™ — R fiiggvény stacionarius pontja, ha itt a fliggvény
Osszes parcialis derivaltja 0.



Elégséges feltétel

Tétel (lokalis szélséérték létezésének elégséges feltétele):
Ha a Py(zo,y0) kdrnyezetében az f(z,y) fiiggvény masodik parcialis derivaltjai
léteznek és folytonosak, tovabba

fe(20,90) = fy(x0,90) =0 (stacionarius pont)
és )
fa{’lx(x0>y0>f;{y<x07y0) - (f;/y(ffmyo)) > 07
akkor lokalis széls6értéke van a fliggvénynek a Py(xg,yo) pontban.

Ha f;.(0,0) > 0 (& f,,(w0,90) > 0), akkor lokalis minimuma van.
Ha f;.(0,90) <0 (& f,,(w0,90) <0), akkor lokalis maximuma van.
Hesse-féle determinans:

’ (éﬁo yO) Ia (96’0 o) 7 " " 2
DN G = x 0, Y0) — x
?;;(-rmyO) f;ly(xo,yo) fat:c( anO)fyy( 0 yO) (fmy( anO))



Nyeregpont

Tétel (nyeregpont):
Ha a Py(zo,y0) kornyezetében az f(z,y) fiiggvény masodik parcialis derivaltjai
léteznek és folytonosak, tovabba

fe(20,90) = fy(x0,90) =0 (stacionarius pont)

f;;lw<$0>y0)f;;($07y0) - (f;/y($07y0))2 < Oa

akkor a fiiggvénynek nincs lokalis szélsGértéke a Py(xo, yo) pontban (nyeregpont).
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fz,y) = (2% — 62)(y* — 4y)



Példa

fla,y) = (2% — 62)(y* — 4y)
A parcialis derivaltak:
fala,y) = (20— 6)(y* — 4y)
fy(@,y) = (2 — 62)(2y — 4)
Egy stacionarius pontban mindkettének el kell tiinnie. Ha az x szerinti O:

(22 = 6)(y* —4y) =0

20 —6=0 y?—4y =0
r=3 (y—4)y=0
y=4 y=0

Az y szerinti parcidlis derivaltbdl:
(2 — 62)(2y —4) =0

Ha x = 3, akkor y = 2.
Ha y = 4 vagy y = 0, akkor x = 0 vagy = = 6.

Tehat a stacionarius pontok: (3,2), (0,0), (0,4), (6,0), (6,4).



Példa folytatasa

fala,y) = (22— 6)(y* — 4y)
fylw,y) = (2% = 62)(2y — 4)
Szamoljuk ki a masodrendii parcialis derivaltakat:
fra(z,y) = 2(y° — 4y)
ay(@,y) = (22— 6)(2y — 4)
fuy(@,y) = 2(2® — 62)

A Hesse-féle determinans:
f;lx(xa y)fq///y<x7y) - (f (LIZ‘, y>)2 = 2(y2 - 4y) ' 2(.7}2 - 61‘) - (2$ - 6)2(2y - 4)2

(3,2) 144 > 0 lokalis szélsGérték
(0,0) —576 <0 nyeregpont
A stacionarius pontok: (0,4) —576 <0 nyeregpont
(6,0) —576 <0 nyeregpont
(6,4) —576 <0 nyeregpont

Mivel f2/.(3,2) = -8 < 0, igy a (3,2) pont lokalis maximumhely.
A lokalis maximum értéke: f(3,2) = 36.
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Feladat

flzy) =1+ 244y —32° — 3y°

A parcialis derivaltak:
=1-92>=0
=4-9y=0

folw,y) =1 927

x

fylw,y) =4 -9y

A stacionarius pontok: (3,2),(3,-2),(-%,2), (-3, —

A masodrendi parcialis derivaltak:
f;/r(xay)zflgx f:/t/y(xay):()

Hesse-féle determinans:
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(33 >0
12
1 _ 2 —72
A staciondrius pontok: (3’1 §) b
(-3.3) -72<0
(_%,_%) 72 >0

lokalis maximum
nyeregpont
nyeregpont

lokalis minimum



Szoveges feladat

Géza a pajtaja falahoz egy 1 m? térfogata feliilr6l nyitott téglatest alaki
szénatarolot szeretne épiteni. A tarol6 egyik oldalat a pajta alkotja, csak a
maradék harom oldalat és az aljat kell elkészitenie.

Hogyan méretezze a téglatestet, hogy a lehetd legkevesebb anyagot kelljen
felhasznalnia?



Szoveges feladat

Géza a pajtaja falahoz egy 1 m? térfogata feliilr6l nyitott téglatest alaki
szénatarolot szeretne épiteni. A tarol6 egyik oldalat a pajta alkotja, csak a
maradék harom oldalat és az aljat kell elkészitenie.

Hogyan méretezze a téglatestet, hogy a lehetd legkevesebb anyagot kelljen
felhasznalnia?

Legyenek az oldalhosszak a, b, c. Tudjuk, hogy a térfogata 1:

1
1 =ab = = —
aoc C ab

A felhasznalt anyag: ab + 2bc + ac. Ezekbdl a minimalizalandé figgvény:

20 a 2
f(a,b)—ab—&-%—f—%—ab—&—a-i-

1
b



Szoveges feladat folytatas

2 1
f(a,b):abﬁ-*—Fg
A parcialis derivaltak: a

2 2
f(;(a,b):b—ﬁ éb—ﬁzo =a’b=2
1 1
fé(a,b):afb—z éa*bjio =ab’=1
Amibél a®b® = 2, azaz ab = /2. Igy
2 ) 2 )
a:ﬂ:izgé b:ﬂ:i:Q—é
ab Y2 ab 2

Tehat egyetlen stacionarius pont a (2§,2_%). A masodrendi parcialis derivaltak:

. 4 2
f(lz/a(aab) = E f;lb(a,b) =1 l;;)(aab) = big

Hesse-féle determinans:

" " " 2 _ 4 2 2 8
faal(a,0) frp(a,b) — (fap(a,b))” = B8 1% = B0 1
Ennek az értéke a stacionarius pontban 3 > 0, igy ez lokalis széls6érték.

Mivel f (25,275) >0, igy lokalis minimum. Ekkor ¢ = X =273,



Szoveges feladat masodik kérdése

Géza a pajtéja falahoz egy 1 m? térfogata feliilrsl nyitott téglatest alaki
szénatarolot szeretne épiteni. A tarold egyik oldalat a pajta alkotja, csak a
maradék harom oldalat és az aljat kell elkészitenie.

Hogyan méretezze a téglatestet, hogy a lehetd legkevesebb anyagot kelljen
felhasznélnia?

Oldjuk meg a feladatot Ggy is, hogy a tarol6 aljat a fold alkotjal



Szoveges feladat masodik kérdése

Géza a pajtéja falahoz egy 1 m? térfogata feliilrsl nyitott téglatest alaki
szénatarolot szeretne épiteni. A tarold egyik oldalat a pajta alkotja, csak a
maradék harom oldalat és az aljat kell elkészitenie.

Hogyan méretezze a téglatestet, hogy a lehetd legkevesebb anyagot kelljen
felhasznélnia?

Oldjuk meg a feladatot Ggy is, hogy a tarol6 aljat a fold alkotjal

Ekkor a fliggvénybdl kimarad az ab tag:
2 1
fla,b) = PRI

A parcialis derivaltak:

f;(‘%b):*afg = —2=0
1 1
fé(avb):*bj = *bjzo

Nincs megoldas.



Magasabb dimenziés eset

f: R™ — R fiiggvénynek a Py(x1, o, ...,x,) pontban a fliggvény masodik
parcidlis derivaltjai léteznek és folytonosak, tovabba

fo,(Po) = fo,(Po) =+ = fo (Po) =0 (P, stacionarius pont)
és

P()) PO)

:L’:L’( zzn(
O Er e |
e ’ 1211(}%) Izmz(fh) ’ ’

rnrl (PO) s ;vlw,acn (PO)

» mindegyike pozitiv, akkor Py lokalis minimum.

» valtakozé elGjeli és Py) <0, akkor Py lokalis maximum.
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