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Bevezetés

A hatérozott integralnal feltettiik, hogy a fliggvény korlatos.

De erre nem feltétleniil van sziikség, ha hatarértéket szamolunk.

1
Példaul: f(z) = NG fliggvény nem korlatos a (0, 1] intervallumon, de barmilyen
T

0 < a < 1 esetén az [a, 1] intervallumon mar korlatos, tehat tudjuk integralni:

/al%dx:/alx_édx:[T]l [2\/_] =2-2Va

Mi a hatarérték, ha a nulldhoz tart
(jobbrél)?

1
g [ e = g o) =2
Ez a hatarérték létezik és véges, igy
legyen
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Masodfaja improprius integral

Korlatos intervallumon integralunk egy nem korlatos fiiggvényt, azaz:

Ha az f fiiggvény az [ag, by] intervallumon nem korlatos, de

minden [a, bo] (ap < a < by) minden [ag, b] (ag < b < bp)
intervallumban korlatos és intervallumban korlatos és
integralhato, és a integralhato, és a
bo b
lim lim z) dz
a—ag+ f( ) b—)bo—/ao f( )

hatarérték Ietezik és véges, akkor ez a szdm az
bo

f(z) dz

ao
improprius integral. Ekkor konvergens az improprius integral.
Ha a hatarérték nem létezik vagy végtelen, akkor az improprius integral divergens.

Példa:
f(z) = -L a[0,1] intervallumon:

=
'
/\[dzali%gr/a —ﬁdx:2



Egy masik példa

1
Integraljuk az f(z) = — fiiggvényt a [0, 1] intervallumon:
x



Egy masik példa
- .. :
Integraljuk az f(z) = — fiiggvényt a [0, 1] intervallumon:
x
! 'l
/ = dz = lim —dz = lim [Inz]! = lim (In1 —Ina) = +oo
0o T a—0+ J, T a—0+ a—0+

Igy ez az improprius integral divergens.
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Az L altalaban
X
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. 1 . o
Konvergens vagy divergens az / — dx improprius integral (p € R)?
o T

A p =1 esetén divergens (el6z6 dia), mig p # 1 esetén:
1

1 1 1 1 1 x—p+1
/ — dz = lim — dz = lim 2P dz = lim =
o xP a—0+ J, P a—0+ /, a—0+ | —p+1

gtr 1t 1 at~?
a=0+ |1 —-p|, a=0+\1-p 1-p

Felhasznéljuk, hogy

a

0, hag>0
Hli%l AES 1, hag=0
om0t 400, hag<0

lgy 1 —p >0, azaz 1 > p esetén az improprius integral konvergens, és az értéke:
1 1—
1 1 P 1
— dz = lim _a =
o P a=»0+\1—-p 1-—p 1—p

(p =1 esetén is divergens)
Ha 1 —p <0, azaz 1 < p, akkor divergens az improprius integral.




Egy feladat

1
Konvergens vagy divergens az / dx integral?

0 -



Egy feladat

dx integral?

1
Konvergens vagy divergens az /
0 1—=x

| b1 b
/ dz = lim 1 de = lim [-In(1 —x)]; =
0

1—x b—=1-Jo — T b—1—
= lim —In(1-b) —0=+o0
b—1—

Felhasznaltuk, hogy Y

1

(1n(1 - 2))' = ———

Tehat ez az improprius integral divergens.






[ =
— dz =
1 1—562

Az intervallum mindkét végén végtelenbe tart a fliggvény, igy kettévagjuk:

1 0 1 |
——dz = 7dx+/ — dz
/_1 V1—2z2 /_1 V1—2z2 o V1—x2
Az els6 integral:

= lim [arcsin(z)]? =

e =
/_1 V1— 22 - 1+_/ \/1—3:2 a——1+

. . ™ i
= ail{r11+(0 —arcsin(a)) =0 — (—5) = -
Hasonléan szdmolhatjuk a méasodik integralt:

1

dz = lim dz = lim [arcsin(z)]} =

1 |
0 V1 — 12 b—>1—/(; V1 — 22 b—1—

71'
=1l sin(b) — 0= —
Hm arcsin(b) 5

Az eredeti integral:

bo | 3
b 3
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—dx = —dx —dx
1 V1 =22 1 V1 — 22 0o V1—a2
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Itt is van veszély!

™

2
/ tgx de =7 2 1Y
-3
Az intervallum mindkét végén végtelenbe .
tart a fiiggvény, igy ketté kell vagni:
5 0 5 2
/ tgx dx :/ tgxdx—i—/ tgx dx
-z -z 0
Az elsé:
0 0
/ tgx de = lim tgr dr = lim [~In(cosz)]? =
-z a——3+ J, a——5+
= lim (—Inl-(—In(cosa))) = lim In(cosa)= —o0
a——5+ a——5+

Igy az improprius integral divergens, a masik tagot ki sem kell szamolni.

Nem lehet ezt a kdvetkez6 mdédon szamolni:

a

/2 tgx do # lim tgx de = lim [—In(cosz)]*, = lim 0=0
_ a— 5 — z 5

% —a a—r5— a— 5



