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1. feladat (a)

Hatarozzuk meg az f(z,y) = = + y kétvaltozés fiiggvény 22 + y = 1 feltétel
melletti feltételes szélsGértékeit.



1. feladat (a)

Hatarozzuk meg az f(z,y) = = + y kétvaltozés fiiggvény 22 + y = 1 feltétel
melletti feltételes szélsGértékeit.

A g(z,y) = 22 + y — 1 fiiggvénnyel a Lagrange-fiiggvény:
F(z,y,\) :x—|—y+)\(x2—|—y— 1)

A parcialis derivaltjai:
Fi(z,y,\) =1+ X 2z
Ep(z,y,A\) =1+ A
Fi(z,y,\) =2 +y—1

1

A masodik egyenlet eltiinésébsl: A = —1. Ekkor az els6bdl z = 5. Végiil a
3

harmadikbdl y = 3. Tehat egyetlen stacionarius pont az (3,3, —1).

[N

A feltétel y szerinti parcialis derivéltja (g; (7, y) = 1) soha nem tiinik el.



1. feladat (a) folytatas

Hatarozzuk meg az f(x,y) = x + y kétvaltozés fiiggvény x2 + y = 1 feltétel
melletti feltételes szélsGértékeit.

A masodrend( parcialis derivaltak:

F! (z,y, )—2)\
Fry(z,y,A) =
Fyy(@,y,A) =
g (x, )f2x
g9y(@,y) =

A Hesse-determinans:
220 0 2z

0 0 1 |=-=2X
2c 1 0

ami az (4,2, —1) stacionarius pontban pozitiv, igy az feltételes maximumhely.

A feltételes (lokalis) maximum értéke: f (3,2) = 2,



1. feladat (a) masik megoldas

Hatarozzuk meg az f(x,y) = x + y kétvaltozés fiiggvény x2 + y = 1 feltétel
melletti feltételes szélséértékeit.

A feltételbédl kifejezhetjiik az y-t: y = 1 — 2%, Ezt a fiiggvénybe beirva egy
egyvaltozos fliggvényt kapunk:

g(x):f(x,l—x2)2x+1—x2

Ennek a széls6értékeit az egyvaltozos analizis segitségével hatarozhatjuk meg:

N[

Jx)=1-2z=0 = z=
lehetséges szélsGértékhely. Mivel
J'(1)=-2 = 4" (3)=-2<0,

ez lokalis maximumhely.

Hax:%akkoryzl—(%)zz
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1. feladat (b)

Hatarozzuk meg az f(z,y) = 22 + 3zy + y? kétvaltozés fiiggvény = +y = 8
feltétel melletti feltételes szélsGértékeit.



1. feladat (b)

Hatarozzuk meg az f(z,y) = 22 + 3zy + y? kétvaltozés fiiggvény = +y = 8
feltétel melletti feltételes szélsGértékeit.

A g(z,y) = = +y — 8 fliggvénnyel a Lagrange-fiiggvény:
F(a,y,\) =2 +3zy + 4> + Mz +y — 8)
A parcialis derivaltjai: Fl(2, 9, \) = 22 + 3y + A
Fy(z,y,A\) =3z 42y + A
Fi(z,y,\) =z +y—8

Ezek eltiinése egy linearis egyenletrendszert ad z, y, A-ra:

2 3 1|0 1 1 0 8 110 8

3 2 1|0 (|(~]0 1 1({-16 |~ 0 1 1|-16 | ~
1 1 08 0 -1 1|-24 0 0 2| -40

1 10 8 1 10 8 1 00 4
01 1|-16(|~]0 1 0 4 1 ~10 10 4

0 0 1|-20 0 0 1|-20 0 0 1|-20

Tehat a (4,4, —20) az egyetlen stacionarius pont.
A feltétel mindkét valtozo szerinti parcialis derivaltja 1, igy az nem fog eltdinni.



1. feladat (b) folytatas

Hatarozzuk meg az f(z,y) = 22 + 3zy + y? kétvaltozés fiiggvény = +y = 8
feltétel melletti feltételes szélséértékeit.
A masodrend( parcialis derivaltak:
F// (.'I; y7 )
Fpy(@,y,\) =
Fyy(@,y,A) =2
9u (2, y) =
gy, y) =1

A Hesse-determinans:

=3+3-2-2=2>0,

— W N
— N W
O~ =

igy a (4,4) feltételes lokalis maximumhely.
A feltételes lokalis maximum értéke: f(4,4) = 80.



1. feladat (c)

Hatarozzuk meg az f(x,y) = 22 + y? kétvaltozés fiiggvény zy = 3 feltétel
melletti feltételes szélséértékeit.



1. feladat (c)

Hatarozzuk meg az f(x,y) = 22 + y? kétvaltozés fiiggvény zy = 3 feltétel
melletti feltételes szélséértékeit.

A g(z,y) = zy — 3 figgvénnyel a Lagrange-fliggvény:
F(xay7)‘) = $2+y2 +)\(.Ty—3)
A parciélis derivéltjai:
Fi(z,y,A) =27+ \y
Fy(z,y,A) =2y + Az
Fﬁ(x>y7)‘) =Y — 3

Az els6 eltiinésébsl ¢ = —%, amit a masodikba helyettesitve: 2y — % =0,
amibél y = 0 vagy A2 = 4, azaz A = +2.

Ha y = 0, akkor z = 0, és igy nem teljesiil a feltétel.

Ha X\ = +2, akkor x = —y, de ekkor nem teljesiilhet a feltétel.

Ha A\ = —2, akkor = = y, és a feltételbsl z = y = +/3.

Tehat ket stacionarius pont van: (v/3,v/3,-2) és ( —V/3,—V/3,-2).

A feltétel mindkét valtoz6 szerinti parcialis derivaltja csak az origéban tiinik el.



1. feladat (c) folytatas

Hatarozzuk meg az f(x,y) = 2% + y? kétvaltozés fiiggvény zy = 3 feltétel
melletti feltételes szélsGértékeit.

A masodrend( parcialis derivaltak:

Fl(z,y, ) =
1!
Ep(z,y,\) = A
Ey (z,y,\) =
9o (2,y) =
gy(2,y) =
A Hesse-determinans:
2 ANy
A2 x| =2\zy — 2% — 222,
y = 0

ami mindkét stacionarius pontban —24 < 0, igy mindkett6 feltételes lokalis
minimumhely.

A feltételes lokalis minimum értéke: f(v/3,v3) = f(V/3,V3) = 6.



2. feladat

Ha két szam Gsszege 10, akkor legfeljebb mennyi a szorzatuk?



2. feladat

Ha két szam Gsszege 10, akkor legfeljebb mennyi a szorzatuk?
Az f(z,y) = xy figgvény maximumat keressiik, ha « + y = 10, azaz a
g(z,y) = z +y — 10 fiiggvény nullhelyein.
F(z,y,A) = zy + Az +y — 10)

A parcialis derivaltjai:

Fo(z,y.\) =y + A

Ej(z,y,\) =z + X

F)/\(l‘,y,)\) :x'i_y_ 10
Az els6 két egyenletbsl y = — A, illetve x = —\. Ezeket a harmadikba
helyettesitve: —2)\ — 10 = 0, azaz A = —5, és igy © = y = 5. Az egyetlen
stacionarius pont (5,5, —10).

A feltétel mindkét valtozé szerinti parcialis derivaltja 1, ami nem tiinik el.



2. feladat folytatas

Ha két szam Gsszege 10, akkor legfeljebb mennyi a szorzatuk?

A masodrend( parcialis derivaltak:

A Hesse-determinans:

=2>0,

_ = O
—_ O =
O~ =

igy az (5,5) pont feltételes lokalis maximumhely. Meggondolhaté, hogy globalis
is.

A feltételes maximum értéke: f(5,5) = 25.



2. feladat masik megoldas

Ha két szam Osszege 10, akkor legfeljebb mennyi a szorzatuk?

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a szdmtani és mértani kozép kozti
egyenl6tlenséget hasznaljuk:

= xy < 25,

Vry < x—;y:5

ahol egyenl8ség pontosan x = y esetén van, amikor x = y = 5.



3. feladat

Az y = 3z — 10 egyenesnek mely pontja van legkbzelebb az origéhoz?



3. feladat

Az y = 3z — 10 egyenesnek mely pontja van legkbzelebb az origéhoz?

Az f(z,y) = /22 + y? fiiggvény helyett kereshetjiik az f(z,y) = 2% + >
fliggvény minimumat, ami kicsit egyszeriibb.
Az y = 3z — 10 egyenes pontjai pontosan a g(z,y) = 3z — y — 10 fliggvény
nullhelyei.
F(z,y,\) = 2® +y* + M3z —y — 10)

A parciélis derivéltjai:

Fl(z,y,\) =2z + 3\

F;(CI%y,A) = 2y— A

F(z,y,\) =3z —y—10

Az els6 két egyenletbdl x = —%/\, illetve y = % Ezeket a harmadikba
helyettesitve: 3+ (—3X) —4 —10=0,azaz A\ = —2, ésigyx =3 és y = —1. Az
egyetlen stacionarius pont (3, —1, —2).

A feltétel parcialis derivéltjai nem tiinnek el.



3. feladat folytatas

Az y = 3z — 10 egyenesnek mely pontja van legkozelebb az orig6hoz?

A masodrend(i parcialis derivaltak:

Fl (2,9, ) =
Fr(z,y,\) =
F// (:L‘ y’ )
9o (z,y) =3
gy (x,y) =
A Hesse-determinans:
2 0 3
0 2 -1 |=-18-2=-20<0,
3 -1 0

igy a (3, —1) pont feltételes lokalis minimumhely. Meggondolhat6, hogy globalis
is.

Tehat a kérdéses egyenesnek a (3, —1) pontja van legkdzelebb az origéhoz.



Bonuszfeladat

Adott egy haromszog egyik szbge és a vele szemkdztes oldala. Hogyan valasszuk
meg a tobbi oldalat, hogy a teriilete maximalis legyen?



Hazi feladat

Hatarozzuk meg az f(z,y) = 22 + y? fiiggvény x + y = 6 feltétel melletti
feltételes szélsGértékeit.



Hazi feladat végeredménye

(3,3) pontban feltételes miniumhely (A = —6), melynek értéke: 18.



