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1. feladat (a)

Hatarozzuk meg a f(z,y) = 4a® + 2y + 5y* + 2 fiiggvény lokélis szélssértékeit.



1. feladat (a)

Hatarozzuk meg a f(z,y) = 4a® + 2y + 5y* + 2 fiiggvény lokélis szélssértékeit.
El6szor kiszamoljuk a fliggvény elsérendi parcialis derivaltjait:
folz,y) =8z +2y
fy(x,y) =22+ 10y
Megkeressiik azokat a pontokat (stacionarius pontok), ahol mindketts nulla:
8z +2y=0 =y =—4x
2¢ 4+ 10y =0 = -38r=0=2z=0=9y=0

Egyetlen stacionarius pont van, a (0,0).
Még meg kell nézni, hogy ez valéban lokalis szélsGérték-e, amihez a Hesse-féle
determinanst kell felirni a masodrendii parcialis derivaltakbol.

foe(@y)=8  fl(zy)=2  f(z,y)=10
Ebbé&l a Hesse-féle determinans:

fo (@, y) fo, (@, y) = (fo, (z,9))* = 8- 10 — 2° = 76,

ami minden pontban pozitiv, igy a (0,0)-ban van lokalis szélséérték, és mivel
£ (0,0) = 8 pozitiv, igy lokalis minimum. A lokélis minimum értéke: f(0,0) = 2.



1. feladat (b)

Hatarozzuk meg a f(z,%y) = y* — 3y + 2%y + 2y fiiggvény lokalis szélssértékeit.



1. feladat (b)

Hatarozzuk meg a f(z,%y) = y* — 3y + 2%y + 2y fiiggvény lokalis szélssértékeit.
Ugyanazokat a lépéseket kell megcsindlnunk, mint az (a) feladatban:

fi(x,y) = 22y + 2y 20y +2y=0 =2y(r+1)=0

fllay) =4 =3+2>+20 4 -3+2°4+20=0 y=0 z=-1
y = 0 esetén a masodik egyenlet —3 + 2 + 22 = 0, aminek a két gydke 1 és —3.
x = —1 esetén a masodik egyenlet 44> —3+1—-2 =0, azazy® = 1, azaz y = 1.
Tehat harom stacionarius pont van: (1,0), (—3,0) és (—1,1).
A Hesse-determinanshoz a masodrend( parcialis derivaltak:

@y =2y fr(zy)=22+2  f(z,y) =12y

Ebbé&l a Hesse-determinans:
2 _ 2 2 3 2

(1,0)-ban: 24 -0 — (2 +2)? = —16 < 0, ez nem lokalis szélsGérték (nyeregpont)
(—3,0)-ban: 24 -0 — (2- (—=3) +2)? = —16 < 0, nem lok. szélsGérték (nyeregpont)
(—=1,1)-ban: 24 - 13 — (2- (=1) +2)? = 24 > 0, ez lokalis széls6érték

Mivel £ (—=1,1) =2 > 0, ez lokélis minimumhely.

A lokalis minimum értéke: f(—1,1)=1-3+1-2=-3.



1. feladat (c)

Hatarozzuk meg a f(z,y) = xy® — 12zy + 2 fiiggvény lokalis szélsGértékeit.



1. feladat (c)

Hatarozzuk meg a f(z,y) = xy® — 12zy + 2 fiiggvény lokalis szélsGértékeit.
Az els6rendii parcialis derivaltak:
fo(,y) =y® — 12y + 2
fo@,y) = 3zy? — 122 = 3z(y® — 4)
Az y szerinti parcidlis derivalt eltlinésébdl x = 0 vagy y = +2.
Ha z = 0, akkor f/(x,y) = 0-bol y®> — 12y = 0, azaz y = 0 vagy y = £2V/3.
Ha y = 2, akkor x = 8, mig y = —2 esetén x = —8.
igy a stacionarius pontok: (0,0), (0,2v3), (0, —2V3), (8,2), (=8, —2).
A Hesse-determinanshoz a masodrend(i parcialis derivaltak:
fr(y) =2, fl(x,y)=3y*—12,  f7 (z,y) =6y
Ebbél a Hesse-determinans:
Fre ) fny) — (o (@)? = 2 6ay — (3y° —12)" = 122y — (3 - 12)°

Behelyettesitve a stacionarius pontokat, az els6 harom (z = 0) esetben negativ,
igy ezek nyeregpontok.

A (8,2) és a (—8,—2) lokalis minimumbhely (f., (z,y) = 2 > 0), értékiik —64.

T



1. feladat (d)

Hatarozzuk meg a f(x,y) = 2 + 2x + 2y — 2% — ¢ fiiggvény lokélis
szélsGértékeit.



1. feladat (d)
Hatarozzuk meg a f(x,y) = 2 + 2x + 2y — 2% — ¢ fiiggvény lokélis
szélsGértékeit.
Az els6rendii parcialis derivaltak:
fi(x,y) =2—2x 2-2x=0 r=1
folz,y) =2—¢¥ 2—e¥=0 y=1n2

Tehat az egyetlen stacionarius pont az (1,1n 2).

fon(wy)==2  fl(z,y)=0  fi(zr,y)=—e
A Hesse-determinéns:
fa;lm(x?y)f;{q(xay) - (f;/y(x7y)>2 = (_2) : (_ey) - 02 = 2€y7
ami az (1,1n2) pontban 2¢2 = 2.2 =4 > 0, igy itt van szélsGérték.

Mivel f7 (1,In2) = —2 < 0, igy ez lokalis maximum.
A lokalis maximum értéke:

f(1,In2) =2+2+2In2—-1-2=1+2In2~ 2,386



2. feladat

Egy V = 4,5 dm® térfogata téglatest alaka dobozt hosszaban egyszer,
keresztben pedig kétszer atkotiink egy zsineggel. Mekkora legyen a csomag
szélessége, hossza és magassaga, hogy a legkevesebb zsineget kelljen
felhasznalni?



2. feladat

Egy V = 4,5 dm® térfogata téglatest alaka dobozt hosszaban egyszer,
keresztben pedig kétszer atkotiink egy zsineggel. Mekkora legyen a csomag
szélessége, hossza és magassaga, hogy a legkevesebb zsineget kelljen
felhasznalni?

Legyen a téglatest oldalhosszai a, b, ¢ (deciméterben mérve). Ekkor a térfogat
ab’

Ha a a leghosszabb oldal, akkor ha hosszaban kétjiik at a csomagot, akkor
annak a hossza 2(a + b), és ha keresztben, akkor 2(b + ¢). Mivel keresztben
kétszer kotjiik at, igy Osszesen

abc = 4,5, amibél ¢ =

2(a+0b) +2-2(b+c) =2a+ 6b+4c

4,5
zsineg sziikséges. Felhasznalva, hogy ¢ = #b az
a

4,5 18
f(a,b) =2a+ 6b+4c = 2a + 6b+ 4 - 7b :2a+6b+—b
a a

fliggvényt kell minimalizalni.



2. feladat folytatas

18
b) = 2a + 6b
f(a,) @+ 00+ ab
Az els6rend(i parcialis derivaltak:
18 18
! -2 2 = 2h =
fo(a,b) 20 20 0 a*b=9
18 18 5
flg(a'ab):e)_ﬁ 6_W:O ab® =3
Ekkor a®b® = 27, amib8l ab = V27 = 3. Tehat
a’b 9 ab®> 3 45 45 3
= — = - = = —-— = - = 1 = ? = ’ = — = 1 5
ab 37 a3 0 T a3 2 7
A masodrend(i parcialis derivaltak a Hesse-determinanshoz:
36 18 36

fé@(a,b) = 23b fé/b(avb) = 2202 éZ(% b) = abd

A Hesse-determinans:

36 36 <18 )2 362 — 182
= >0

1 1 1 2
Jfaaa;b) fip(a,b) = (fap(a, b)) = Bb ab®  \a2p? adpd
Mivel £ (3,1) is pozitiv, igy ez lokalis minimum. Teh4t tényleg ezen adatokhoz
tartoz6 csomaghoz kell a lehetd legkevesebb zsineg.



3. feladat

Feliil nyitott, téglatest alaki dobozt készitiink, melynek térfogata 1 m?®.
Mekkora legyen éleinek hosszisaga, hogy elkészitéséhez a lehets legkevesebb
anyagot hasznaljuk fel?



3. feladat

Feliil nyitott, téglatest alaki dobozt készitiink, melynek térfogata 1 m?®.
Mekkora legyen éleinek hosszisaga, hogy elkészitéséhez a lehets legkevesebb
anyagot hasznaljuk fel?

Jelslje a téglatest oldalait a, b, c méterben mérve. Igy a térfogat
" 1
abc =1, amibél ¢ = —.
ab

Ha ¢ a magassag, akkor az alaplap teriilete ab, mig az oldallapoké ac, illetve be.
Mivel két-két ugyanolyan oldallap van, igy a felhasznalt anyag:

1 1 2
— 42— =ab+ >

f(a,b):ab+2ac+2bc:ab+2aab o 5

2
4+ Z
a



3. feladat folytatas

2 2
b) =ab+ -+ —
f(a,b) = ab+ b + a
Ennek els6rendii parcialis derivaltjai:
2 2

fé(avb):b—aj b—ﬁzo a’b=2
2 2
fé(avb):a—bj a—bjzo ab® =2

Ekkor a3b® = 4, amibsl ab = /4 = 25 . Tehat
a?b _ 2

1 3 ab? 2 1 3 1 1 2
:7_7:2: 2 b:7:7:23: 2 :—:7:23
ab 923 P= V2 ab 2% V2, e ab ¥4
A masodrendi parcialis derivaltak a Hesse-determinanshoz:
4 4
fz/z/a(avb) = E f(lllb<a’b) =1 ég(% b) = big
A Hesse-determinans:
4 4 16
1 1! 1" 2 _ .
faa(a7b) bb(a’b)_(fab(a7b)) _Eb?_l_ﬁ_l’

ami a (V/2, V/2) pontban 3 > 0. Mivel f., (V2,V2) =2 > 0, igy ez lok. minimum.
Tehat tényleg ezen adatokhoz tartozé téglatesthez kell a lehets legkevesebb anyag.



Bonuszfeladat

A z =222 + 3 feliilet és a z = 5 sik altal hatarolt térrészbe a lehets
legnagyobb térfogati hasabot irjuk. Mekkora ennek a hasabnak a térfogata?



Hazi feladatok

1. Hatéarozzuk meg az alabbi kétvaltozos fliggvények lokalis szélsGértékeit.
(a) flz,y) =2’y —6ay +y° +3y”;

®) fa) =g+ 1+7

2. Egy 1 m?® térfogat téglatest aljat és tetejét két rétegben, a tobbi oldalat
egy rétegben befestjiik. Milyen hossztak legyenek a téglatest oldalélei, hogy
a lehet§ legkevesebb festék kelljen ehhez?



Hazi feladatok végeredménye

1. (a) (3,1)-ban lokalis minimum, értéke —5, mig
(3, —3)-ban lokalis maximum, értéke 27;
(b) (3,3)-ban lokalis minimum, értéke 1.

2. Ha a, b, c jeldli az oldalakat, akkor abc = 1 és a festett feliilet nagysaga:

2

2
4ab+2bc+2ac:4ab+7+g
a

Ly . , 1 .
A parcialis derivaltak eltiinésébsl a = b = 7 és c = V4.
A Hesse-determinans ebben az esetben pozitiv, igy ez lokalis szélsGérték, és

mivel f/ pozitiv, igy lokalis minimum.



