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Halmazok

Néhany nevezetes halmaz:

() tires halmaz

N természetes szamok 0 benne van?
7 egész szamok

@ racionalis szamok

R val6s szamok

vV v.v. v v Yy

C komplex szamok (nem kell tudni, majd masodik félévben)
Néhany halmazmiivelet:
A és B halmaz

» AUB = {z|x € Avagy x € B} unié
» ANB={z|x € Aés e B} metszet
» A\B={z|x € Aésx ¢ B} kivonas
Ha H az alaphalmaz, akkor A = H \ A komplementer.
Az A és a B halmaz diszjunkt, ha nincs kdzds elemiik: AN B = ().



Halmazok folytatas

Részhalmaz: B C A, ha B minden eleme benne van A-ban, azaz

rE€B=ux€eA
Szigori részhalmaz: B C Avagy BC A, haBC A, de A#B
Az A és a B halmazok Descartes-szorzata:
Ax B={(a,b) |a€ Abe B}.

Példa: A = B =R, akkor R x R = R2,



Feladat

Legyen A = {1;2} és B = {2;3}.
Milesz AUB, ANB, A\ B, Ax B, BxAé (Ax B)\ (Bx A)?



Feladat

Legyen A = {1;2} és B = {2;3}.

Milesz AUB, ANB, A\ B, Ax B, BxAé (Ax B)\ (Bx A)?
AUB ={1;2;3}.
ANB={2}.
A\ B ={1}.
Ax B ={(1,2);(1,3);(2,2); (2,3)}
BxA={(21)(22)(31)(3,2)}

(AxB)\ (B xA)={(1,2);(1,3);(2,3)}



Intervallumok

[a,b) ={z € R|a<xz<b} zart intervallum
(a,0) =]a,b={z€R|a<z<b} nyilt intervallum
[a,b) = [a,b[={z eR|a <z <b} félignyilt, félig zart intervallum
jobbrol nyilt, balrél zart intervallum
(a,b] =Ja,b) ={x e R|a <z <b} félig nyilt, félig zart intervallum
jobbrdl zart, balrdl nyilt intervallum
A fentiekben a és b lehet végtelen is, de ekkor azon a végén csak nyilt lehet:
(a,400) ={z € R | a < z} nyilt intervallum
a,+00) = {z € R | a < z} zart intervallum
(—00,b) = {z € R | z < b} nyilt intervallum
(—o0,b] = {z € R | < b} zart intervallum
(—00, +00) = R val6s szamok
Egy « € R valés szam € > 0 sugar( kornyezete:

(r—e,x+¢)



Egy egyenlet

Oldjuk meg az = + 1 = /7 + x egyenletet a valds szamok halmazén!



Egy egyenlet

Oldjuk meg az = + 1 = /7 + x egyenletet a valds szamok halmazén!

x+1=+V7+2x négyzetre emelés:
I
(x+1)2=7+x kifejtés:
)

P+ 2+1=T+z atrendezés:

i)

2?4+ -6=0
Masodfokl megolddképlet:

—14+/T1-4-(=6) —1£5 2
$172: 2 = 2 = 73

Visszahelyettesitve az 21 = 2 megoldés, mig az x5 = —3 nem, a négyzetre
emelés soran nyertiik ezt a hamis gyokot.



Még egy egyenlet

x2+x

Oldjuk
juk meg az 713

= x egyenletet a valds szamok halmazan.



Még egy egyenlet

x2+x

Oldjuk
juk meg az 713

Mivel a nevez6ben = + 3 all, ami nem lehet nulla, igy = # —3.

= x egyenletet a valds szamok halmazan.

Szorozzunk be (x + 3)-mal:

2?4 =x(x+3)
2 +z=2+3z
0=2z
z=0

Tehat a megoldas = = 0 (ami nem —3).



Egy egyenl6tlenség

Oldjuk meg a |22 + 3| < 5 egyenl6tlenséget a val6s szamok halmazén.



Egy egyenl6tlenség

Oldjuk meg a |22 + 3| < 5 egyenl6tlenséget a val6s szamok halmazén.

A |2z + 3| < 5 egyenl6tlenség pontosan azt jelenti, hogy

—-5<2x4+3<5
—8<2x <2
—4<xr<l1

Tehat a megoldas a [—4, 1] intervallum.



Még egy egyenl6tlenség

1
3 < 2 egyenl6tlenséget a valés szamok halmazan.

Oldjuk
juk meg az oy



Még egy egyenl6tlenség

1
3 < 2 egyenl6tlenséget a valés szamok halmazan.

Oldjuk
juk meg az oy

Megint kikotjiik, hogy © # —3. Két eset lehetséges = + 3 el6jele szerint:

1. eset x + 3 pozitiv, azaz —3 < x. 2. eset = + 3 negativ, azaz —3 > x.
Ekkor (2 + 3)-mal beszorozva nem Ekkor (x + 3)-mal beszorozva
valtozik az egyenl6tlenség iranya: megfordul az egyenl&tlenség iranya:
| < 2%z +3) 1>2(z+3)
1<20+6 1222+6
-5 < 2x 5z
25< 1, —252w

de most —3 > z, amikoris mar a
ekkor valéban teljesiil, hogy —3 < x. —2,5 > x automatikusan teljesiil.

Tehat a megoldas: x € (—oo0; —3) U [—2,5; +00).



Szamtani és mértani kdzép kozti egyenlStlenség

Ha a,b € Ry, akkor a szémtani kézepiik %+, mértani kézepiik v/ab. Ekkor

\/%S G-Zi-b7

és egyenl6ség pontosan a = b esetén van.
Bizonyitas:
A fenti ekvivalens a négyzetek kozti egyenl6tlenséggel (nemnegativak):

a+b 2
<
ab_< 5 >

(a+0b)?

ab <

4ab < (a + b)?
dab < a® + 2ab + b2
0 < a®—2ab+b?
0 < (a—0b)?,
ami mindig teljesiil.

Egyenl6ség pontosan akkor van, ha a = b.



Feladat

Ha két (pozitiv) szam Gsszege 10, akkor lefeljebb mennyi a szorzatuk?



Feladat

Ha két (pozitiv) szam Gsszege 10, akkor lefeljebb mennyi a szorzatuk?

Legyen a két szdm a és b. Tudjuk, hogy a + b = 10. A szamtani és mértani
kozép kozti egyenlGtlenség szerint:

b 1
mg“; :§:5

ab < 25,

igy a szorzatuk legfeljebb 25.

Ha nem tessziik fel, hogy pozitivak, akkor is ugyanerre jutunk, mert az dsszeg
miatt legfeljebb az egyik lehetne negativ, de ekkor a szorzatuk negativ lenne,
tehat tovabbra is fennallna, hogy a szorzatuk legfeljebb 25. (Ha az egyik 0,
akkor pedig a szorzatuk is 0.)



Szamtani és mértani kozép kozti egyenlGtlenség altalaban

Ha a1, az,...,a, € Ry, akkor a szamtani kdzepiik +-92t%n ‘mértani
kozepiik {/ajas...a,. Fennall, hogy
a1+a2+...+an

Yaias . ..a, < ,
n

és egyenl6ség pontosan a; = as = - -+ = a, esetén van.

Ezt nem bizonyitjuk be.



Hazi feladat

Oldjuk meg az x + 5 = /7 + z egyenletet a valés szamok halmazan.



Hazi feladat

Oldjuk meg az x + 5 = /7 + z egyenletet a valés szamok halmazan.
A megoldas: © = —3, a —6 hamis gyok.



