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/29: cos (m2 + 3) dx =



Bevezets feladatok

/Q:L'cos (2° +3)dz = sin (2 +3) + C



Bevezets feladatok
/Qxcos (x2 +3) dz = sin (x2 +3) +C

/(sin z)?cosx do =



Bevezets feladatok

/Qxcos (2° +3)dz = sin (2 +3) + C
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/(sin z)?cosx do = (SHZC) +C




Bevezets feladatok

/Qxcos (2° +3)dz = sin (2 +3) + C

4
/(sin z)?cosx do = (SHZC) +C
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Bevezets feladatok

/Qxcos (2° +3)dz = sin (2 +3) + C

4
/(sin z)?cosx do = (SHZC) +C

/tgx dz = /smx dm:/—(cosx)_l(—sina:) dz = —In|cosz|+C
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Bevezets feladatok

/Qxcos (2° +3)dz = sin (2 +3) + C

4
/(sin z)?cosx do = (SHZC) +C

/tgx dz = /smx dm:/—(cosx)_l(—sina:) dz = —In|cosz|+C

COS T

/ctgaz de =



Bevezets feladatok

/Qxcos (2° +3)dz = sin (2 +3) + C

(sinx)*

/(sin z)3cosx do = 1 +C

/tgx dz = /smx dm:/—(cosx)_l(—sina:) dz = —In|cosz|+C

COS T

/ctgaz dz = /cos:c dz =1In|sinz|+ C

sinx



Els6 helyettesitési szabaly

Osszetett fiiggvény derivalasi szabalya:
(f(g(2)))" = f'(g(2)) - ¢'(2)

Ebbdl egy integralasi szabaly:
[ gt ) do = flg(a)) + €

Vagy f(x) és F(x) jelolésekkel (F' az f primitiv fliggvénye, azaz F' = f):
[ o)) do = Fgla)) + €

Specialis eset, amikor g(x) = ax + b alaka: lineéris helyettesités:

/f(ax+b)'adI:F(ax+b)+C

oy
/ﬁ“"

Példa:




Els6 helyettesitési szabaly
Osszetett fiiggvény derivalasi szabalya:
(f(9(2))) = f'(g(x)) - ¢'(x)
Ebbdl egy integralasi szabaly:

[ gt ) do = flg(a)) + €

Vagy f(x) és F(x) jelolésekkel (F' az f primitiv fliggvénye, azaz F' = f):
[ o)) do = Fgla)) + €

Specialis eset, amikor g(x) = ax + b alaka: lineéris helyettesités:
/f(ax+b)~a dz = Flaz+b) +C

Példa:

Vv 1
e
de= [ 2-eV". — dg =2eV*
/\/5 v N 2\/590 e

9(x) =V, ¢'(2) = 5, f(z) =", F(z) = ¢’




Parcialis integralas

Leibniz-szabaly:
f'(@)g(@) + f(2)g'(z) = (fg9) (x)
Ebbél:

Atrendezve:

/ f(2)d' (@) dz = f(x)g(z) - / f(2)g(x) dx

Ezt nevezziik parcidlis integralasnak.
Példa:

/zcosxdx:

fla) == f(z) =
g'(x) =cosz g(z)=



Parcialis integralas

Leibniz-szabaly:
f'(@)g(@) + f(2)g'(z) = (fg9) (x)
Ebbél:

Atrendezve:

/ f(2)d' (@) dz = f(x)g(z) - / f(2)g(x) dx

Ezt nevezziik parcidlis integralasnak.
Példa:

/zcos:zr dz = xsinxf/sinz dz = zsinz—(—cosz)+C = xsinz+cosz+C

flz)=x fx) =1

g (x) =cosz g(z) = sinx



Tobbszoros alkalmazas

/a:QeS” dz =



Tobbszoros alkalmazas

/37263;8 dx = :1:2? — /Qme?: dx = x2§3”’ — ;/9563"c dx
fa)=a?  fila) =22

g(@) =€ gla)=5

Egy Gjabb parcialis integrélas:

/ xe3® dz =



Tobbszoros alkalmazas

fla) =22 fl2) =20

3z

g'(z) =€ g(x) =5
Egy Gjabb parcialis integrélas:

. 6330
/xe‘gz dx = x? —

fl@)=z  fl(z)=1

3z
g'(x)=e¥ glx) =5
Ezzel:

2 3z 2 3x
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/xQeSI dz = - f/a:e?’m dz =

/

3z
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16— dz =
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Egy érdekesség

/eI sin(2z)dx = sin(2x)e” —/2 cos(2z)e”dx = e sin(2z) — 2/6”” cos(2z)dx

f(z) =sin(2z) f'(z) = 2cos(2z)
g'(z) =e” g(x) =e”

/el cos(2z)dx = cos(2x)e” —/—2 sin(2z)e"dx = €e* cos(2x)+2/e”” sin(2z)dx
f(z) = cos(2z) f'(z) = —2sin(2x)
J@=ec g =e

/ " sin(2¢) da — e sin(2z) — 2 (ew cos(2z) + 2 / " sin(22) dz> _

= e”sin(2z) — 2€” cos(2z) — 4/6‘” sin(2x) dz

5 | €”sin(2z) dz = e” sin(2x) — 2€” cos(2z) + C

/<
G

2
e’ sin(2z) do = fe T¢in(2z) — ge”” cos(2z) + C



Parcialis integralas és az inverz fiiggvények

/lnxdx:



Parcialis integralas és az inverz fiiggvények

/lnx dx:/l~lnxdx:(lnx)x7/lx dx:zlnzf/ldz:zln:rforC

X

fa) =z f(x)=1
J@)=1 g)=x



Parcialis integralas és az inverz fiiggvények

/lnx dx:/l~lnxdx:(lnx)x7/lx dx:zlnzf/ldz:zln:rforC

X

fa) =z f(x)=1
J@)=1 g)=x

/x arctgx dx =



Parcialis integralas és az inverz fiiggvények

X

/lnx dx:/1~lnxdx:(lnx)x7/lx dx:zlnzf/ldz:zln:rforC

fa) =z f(x)=1
J@)=1 g)=x

2 2 2 2
1 t 1
/x arCtgxdx:arCtgxe _/x2+1332 e = = al“20 = _§/x2x+1 dz

fa) =arctgz f'(z) = =

2

g'(x) == g(x) =%
z? 2+1-1 1
anrctg:v 1 z2 xzarctgx xr arctgz
/zarctgzdx: 5 75/3:2—1—1 T = 5 -5 5 +C



Egy kérdés

11 1 1 1 11
——dz=+—hor—- | ————-lnzdz=1 -——d
/zlnx ATy S / (Inz)? x near +/xlnx .



Egy kérdés

11 1 1 1 11
——dz=+—hor—- | ————-lnzdz=1 -——d
/xlnx Y R / (Inz)? x naar +/xlnx v

S N
f(."l?) = 11117 f ( ) (lnx)g T
g =1 g =me

0=1

A hiba az integraciés konstans (+C') elhanyagolasa.
Egyébkent:

11
/f— de=In|lnz|+C
zlnz



Amikor nem jelenik meg a belsé fliggvény derivaltja

/ sin (V) de = / sin(u)2u du = 2 / wsin(u) du

Az Gj valtoz6: v = /x

A régi valtozét kifejezziik az ajjal: u? = 2
I:ederivéljuk: g—i =2u

Atrendezve: dx = 2u du

Parcialis integralassal folytatjuk:

/usin(u) du:u(—cosu)—/—cosu du = —ucosu +sinu+C

flu) =u f'(u) =1

g (u) =sinu  g(u) = —cosu

A végeredménybe még az eredeti valtozot is vissza kell irni:

/sin (V) dxz?/usin(u) du = —2ucosu + 2sinu+ C =
= —2y/z cos (v/x) + 2sin (Vz) + C



Masodik helyettesitési szabaly

[ @) do= [ slatu)g' @) du,

ahol 2 = g(u) monoton fiiggvény.

Példa: )
/ € dx =
1+e®




Masodik helyettesitési szabaly

[ @) do= [ slatu)g' @) du,

ahol 2 = g(u) monoton fiiggvény.

Példa: ) )
/ € dx:/ Y ldu:/ ki du =
1+e” 1+uu 1+u

u=e* ~ x=Inu, igy g(u) = Inu, melynek derivéltja: ¢'(u) = %
(Vagy: % =1.de= %du)

u

Ez egy polinomosztas:

1 —1 1
1+u l+u

Végiil visszairjuk az eredeti valtozét:

=e"—In(l4+e")+C






Néhany ismert példa

1 1
/ﬁdx:/cosucosudu:/ld“=u+C’:arcsinac+C
sinu (ug[,z ™

z: 2’2])Wuzarcsmx
x

— —cosu ~ dz = cosu du

du



Néhany ismert példa

1 1
/ﬁdx:/cosucosudu:/ld“=U+C:arcsinx+C
sinu (ug[,z ™

z: 2’2])Wuzarcsmx
x

— —cosu ~ dz = cosu du

du

1
———dr =
/m



Néhany ismert példa

1 1
/ﬁ dx = /Cosucosuduz/l du=u+C =arcsinz +C
sinu (ue[-%,%

x = 2,2]) ~ u = arcsinz
dx
— =cosu ~ dr = cosu du
du
/71 d / 1 hu d /1d +C hx +C
— [ = = = ar
i T chuc u du u=1u arsh x
x =shu, ésigy /1 + 22 =+/1+sh2u=chu
dx

— =chu~ dr =chu du
du




Néhany ismert példa

1 1
/ﬁ dx = /Cosucosuduz/l du=u+C =arcsinz +C
sinu (ue[-%,%

x = 2,2]) ~ u = arcsinz
dx
— =cosu ~ dr = cosu du
du
/71 d / 1 hu d /1d +C hx +C
— [ = = = ar
i T chuc u du u=1u arsh x
x =shu, ésigy /1 + 22 =+/1+sh2u=chu
dx

— =chu~ dr =chu du
du

1 A —
/\/x2—1 v



Néhany ismert példa

[=v-/=
1 — 22 v cos

sinu (u€ [-Z,2]) ~ u=arcsinz

cosuduz/l du=u+C =arcsinz +C
u

xr =
d
& = cosu ~ dx = cosu du
du

1 1
/\/ﬁ dz = /mchudu:/ldu:u—i—C:arshx—i—C
x =shu, ésigy /1 + 22 =+/1+sh2u=chu
dx

— =chu~ dr =chu du
du

1 1
/ﬁdx:/ﬂshudu:/lduzu—kC:archm—&—C

x=chu (u>0),ésigy Va2 —1=+/ch2u—1=shu
d—x:shqux:shudu
du




