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Bevezet® feladatok

∫
2x cos

(
x2 + 3

)
dx =

sin
(
x2 + 3

)
+ C

∫
(sinx)3 cosx dx =

(sinx)4

4
+ C

∫
tg x dx =

∫
sinx

cosx
dx =

∫
−(cosx)−1(− sinx) dx = − ln | cosx|+ C

∫
ctg x dx =

∫
cosx

sinx
dx = ln | sinx|+ C
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Els® helyettesítési szabály

Összetett függvény deriválási szabálya:

(f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x)

Ebb®l egy integrálási szabály:∫
f ′(g(x)) · g′(x) dx = f(g(x)) + C

Vagy f(x) és F (x) jelölésekkel (F az f primitív függvénye, azaz F ′ = f):∫
f(g(x)) · g′(x) dx = F (g(x)) + C

Speciális eset, amikor g(x) = ax+ b alakú: lineáris helyettesítés:∫
f(ax+ b) · a dx = F (ax+ b) + C

Példa: ∫
e
√
x

√
x

dx =

∫
2 · e

√
x · 1

2
√
x

dx = 2e
√
x + C

g(x) =
√
x, g′(x) = 1

2
√
x
, f(x) = ex, F (x) = ex
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Parciális integrálás

Leibniz-szabály:
f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) = (fg)′(x)

Ebb®l: ∫
f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) dx = f(x)g(x) + C

Átrendezve: ∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx

Ezt nevezzük parciális integrálásnak.

Példa:∫
x cosx dx =

x sinx−
∫

sinx dx = x sinx−(− cosx)+C = x sinx+cosx+C

f(x) = x f ′(x) =

1

g′(x) = cosx g(x) =

sinx
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Többszörös alkalmazás

∫
x2e3x dx =

x2 e
3x

3
−
∫

2x
e3x

3
dx =

x2e3x

3
− 2

3

∫
xe3x dx

f(x) = x2 f ′(x) = 2x

g′(x) = e3x g(x) = e3x

3

Egy újabb parciális integrálás:∫
xe3x dx = x

e3x

3
−
∫

1
e3x

3
dx =

xe3x

3
− e3x

9
+ C

f(x) = x f ′(x) = 1

g′(x) = e3x g(x) = e3x

3

Ezzel:∫
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3
− 2

3

∫
xe3x dx =

x2e3x

3
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Egy érdekesség∫
ex sin(2x)dx = sin(2x)ex −

∫
2 cos(2x)exdx = ex sin(2x)− 2

∫
ex cos(2x)dx

f(x) = sin(2x) f ′(x) = 2 cos(2x)
g′(x) = ex g(x) = ex∫
ex cos(2x)dx = cos(2x)ex−

∫
−2 sin(2x)exdx = ex cos(2x)+2

∫
ex sin(2x)dx

f(x) = cos(2x) f ′(x) = −2 sin(2x)
g′(x) = ex g(x) = ex∫

ex sin(2x) dx = ex sin(2x)− 2

(
ex cos(2x) + 2

∫
ex sin(2x) dx

)
=

= ex sin(2x)− 2ex cos(2x)− 4

∫
ex sin(2x) dx

5

∫
ex sin(2x) dx = ex sin(2x)− 2ex cos(2x) + C∫
ex sin(2x) dx =

1

5
ex sin(2x)− 2

5
ex cos(2x) + C



Parciális integrálás és az inverz függvények

∫
lnx dx =

∫
1 · lnx dx = (lnx)x−

∫
1

x
x dx = x lnx−

∫
1 dx = x lnx−x+C

f(x) = lnx f ′(x) = 1
x

g′(x) = 1 g(x) = x

∫
x arctg x dx = arctg x

x2

2
−
∫

1

x2 + 1

x2

2
dx =

x2arctg x

2
− 1

2

∫
x2

x2 + 1
dx

f(x) = arctg x f ′(x) = 1
x2+1

g′(x) = x g(x) = x2

2∫
x2

x2 + 1
dx =

∫
x2 + 1− 1

x2 + 1
dx =

∫
1− 1

x2 + 1
dx = x− arctg x+ C

∫
x arctg x dx =

x2arctg x

2
− 1

2

∫
x2

x2 + 1
dx =

x2arctg x

2
− x

2
+

arctg x

2
+C
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Egy kérdés

∫
1

x

1

lnx
dx =

1

lnx
lnx−

∫
− 1

(lnx)2
1

x
lnx dx = 1 +

∫
1

x

1

lnx
dx

f(x) =
1

lnx
f ′(x) = − 1

(lnx)2
1

x

g′(x) =
1

x
g(x) = lnx

Tehát
0 = 1

A hiba az integrációs konstans (+C) elhanyagolása.

Egyébként: ∫
1

x

1

lnx
dx = ln | lnx|+ C
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Amikor nem jelenik meg a bels® függvény deriváltja

∫
sin
(√

x
)
dx =

∫
sin(u)2u du = 2

∫
u sin(u) du

Az új változó: u =
√
x

A régi változót kifejezzük az újjal: u2 = x
Lederiváljuk: dx

du = 2u
Átrendezve: dx = 2u du

Parciális integrálással folytatjuk:∫
u sin(u) du = u(− cosu)−

∫
− cosu du = −u cosu+ sinu+ C

f(u) = u f ′(u) = 1
g′(u) = sinu g(u) = − cosu

A végeredménybe még az eredeti változót is vissza kell írni:∫
sin
(√

x
)
dx = 2

∫
u sin(u) du = −2u cosu+ 2 sinu+ C =

= −2
√
x cos

(√
x
)
+ 2 sin

(√
x
)
+ C



Második helyettesítési szabály

∫
f(x) dx =

∫
f(g(u))g′(u) du,

ahol x = g(u) monoton függvény.

Példa: ∫
e2x

1 + ex
dx =

∫
u2

1 + u

1

u
du =

∫
u

1 + u
du =

u = ex  x = lnu, így g(u) = lnu, melynek deriváltja: g′(u) = 1
u

(Vagy: dx
du = 1

u  dx = 1
udu)

Ez egy polinomosztás:

=

∫
1 + u− 1

1 + u
du =

∫
1− 1

1 + u
du = u− ln(1 + u) + C =

Végül visszaírjuk az eredeti változót:

= ex − ln (1 + ex) + C
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Néhány ismert példa

∫
1√

1− x2
dx =

∫
1

cosu
cosu du =

∫
1 du = u+ C = arcsinx+ C

x = sinu (u ∈
[
−π2 ,

π
2

]
) u = arcsinx

dx

du
= cosu dx = cosu du∫

1√
1 + x2

dx =

∫
1

chu
chu du =

∫
1 du = u+ C = arshx+ C

x = shu, és így
√
1 + x2 =

√
1 + sh 2u = chu

dx

du
= chu dx = chu du∫

1√
x2 − 1

dx =

∫
1

shu
shu du =

∫
1 du = u+ C = archx+ C

x = chu (u ≥ 0), és így
√
x2 − 1 =

√
ch 2u− 1 = shu

dx

du
= shu dx = shu du
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dx

du
= shu dx = shu du



Néhány ismert példa

∫
1√

1− x2
dx =

∫
1

cosu
cosu du =

∫
1 du = u+ C = arcsinx+ C

x = sinu (u ∈
[
−π2 ,

π
2

]
) u = arcsinx

dx

du
= cosu dx = cosu du∫

1√
1 + x2

dx =

∫
1

chu
chu du =

∫
1 du = u+ C = arshx+ C

x = shu, és így
√
1 + x2 =

√
1 + sh 2u = chu

dx

du
= chu dx = chu du∫

1√
x2 − 1

dx =

∫
1

shu
shu du =

∫
1 du = u+ C = archx+ C

x = chu (u ≥ 0), és így
√
x2 − 1 =

√
ch 2u− 1 = shu

dx

du
= shu dx = shu du


