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Inverz

Az f: Dy — R (D; C R) fliggvény injektiv, ha az értékkészletének minden
elemét pontosan egyszer veszi fel (pontosan egy olyan pont van az értelmezési
tartomanyban, ahol ez a fliggvény értéke), azaz

1 # 22 € Dy = f(x1) # f(22)

Az f: Dy — R (Dy C R) injektiv fiiggvény inverze az a f~'-gyel jeldlt
fiiggvény, melyre f~1(y) = x, ha f(x) =y, azaz f~1(f(x)) = 2.

Az f~! inverz fiiggvény értelmezési tartomanya az f fiiggvény értékkészlete.
(Az f~! inverz fiiggvény értékkészlete az f fiiggvény értelmezési tartomanya.)
Példak:

f(x) = |x| nem injektiv, igy nincs inverze

f(x) = z inverze énmaga: f~l(z) =

f(x) = 23 inverze f~1(z) = Yz

f(x) = 22 nem injektiv, de ha csak a [0, +00) intervallumon értelmezziik, akkor
injektiv, és az inverze: f~!(z) = /x



Inverz fliggvény grafikonja

Az inverz fliggvény grafikonjat az x = y egyenesre valé tiikrozéssel kapjuk:
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Fliggvények invertalasa

Az f(x) = 3x + 1 fiiggvény inverze:

f@)=y
3z+1=y
Jr=y—1
y—1
r=—7,
tehat f~1(y) = y%l azaz f~1(z) = x; !

A g(z) = Vx5 — 1 fiiggvény inverze:



Fliggvények invertalasa

Az f(x) = 3x + 1 fiiggvény inverze:

fl@)=y
3r+1=y
Jr=y—1
y—1
r ="
—1 1
tehat f~1(y) = yT azaz f~1(z) = z 3
A g(z) = Vx5 — 1 fiiggvény inverze:
9(x) =y
Vit —1=y
1= yP
x5:y3+1
z=v1y3+1,

tehat g7 1(y) = {/y3 + 1, azaz g~ ! (x) = Va3 + 1.



A logaritmus fiiggvény

a” exponencialis fliggvény inverze:
a alapd logaritmus fiiggvény: log,, ()

e” inverze a természetes alapi

logaritmus fiiggvény:

In 2(= log, ()

(latin logaritmus naturalis)

Mivel az exponencialis fiiggvények
értékkeszlete (0, +00), igy ez a
logaritmus fiiggvények értelmezeési
tartomanya.
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A logaritmus fliggvény azonossagai

Felhasznaljuk az exponencilis fiiggvény azonossagait:

a®=1 log, (1) =0
a'=a log,(a) =1
a®¥ = a®a¥ log, (zy) = log, () + log,(y)
=2 g, (1) = - log, 0
g, () = 1og, (o) ~ oz, 1)

Y = (bm)y lo a(x) — lOgb(.%')



2x—1
Invertéljuk az f(z) = 5 figgvényt.




Feladat

2zx—1
Invertaljuk az f(x) = 5 figgvényt.
fl@)=y
32x—1
2 Y
327;—1 — 2y

2z — 1 =logs(2y)
v logs(2y) +1
B 2

b

tehat f~1(z) = %.



Szinusz inverze

A sinz nem injektiv:
pl. sin(0) = sin(7) = 0.
De az

T

== = [-1,1
fi[-55) = L

x> sinx
figgvény mar injektiv, igy vehetjiik az
inverzét.

Inverze:

arcsin: [—1,1] — [—g z}
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Koszinusz inverze

A cosz nem injektiv:

pl. cos(§) = cos(—3) = 0.
De az

f:[0,7] = [-1,1]

X = COST

fliggvény mar injektiv, igy vehetjiik az
inverzét.

Inverze:

arccos: [—1,1] — [0, 7]

Mivel cosz = sin (g — x)

™ .
arccosxr — 5 — arcsimx




A tangens és a kotangens fliggvény inverze

A tgx fliggvényt a ( , g) re kell megszoritani, hogy injektiv legyen.
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Itt az inverze: arctg : R — ( 59 2)

A ctgx fliggvényt a (0, 7)-re kell megszoritani, hogy injektiv legyen.
Itt az inverze: arcctg : R — (0, 7).

Megjegyzés: arcctgx = 5 —arctgx.
T 1y — arctgx
——arcctgx
)
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Feladat

— T

2
Invertdlhaté-e az f: [0,7] = R, f(x)=3sin < ‘ > , = €[0,7]

figgvény? Ha igen, adjuk meg az inverzét.



Feladat

— T

Invertdlhaté-e az f: [0,7] = R, f(x)=3sin <2:v > , = €[0,7]

figgvény? Ha igen, adjuk meg az inverzét.

2 —
ze[0,7] = 20€][0,2r] = 2z-7w€|[-mn = : WE[ ﬂ-ﬁ}

2 272
T T, . . L ; .
[—5, 5} intervallumon a szinusz fiiggvény szigoriGan monoton nd, tehat:

f(x) = f(y)

2r — 2y —
38111( T2 ﬂ-) 3sin< y2 ﬂ)
sin 2w = sin 2y —m
2 B 2

2z — 2y —
egyenl6séghdl kovetkezik, hogy x2 T y2 W, amibdl kovetkezik, hogy

x =y, igy a fuggvény invertalhaté.



Feladat folytatasa

. 20 — T
Invertdlhaté-e az f: [0,7] = R, f(x)=3sin < I‘) “) , x€l0,7]

figgvény? Ha igen, adjuk meg az inverzét.

Tr — T |:7T7T

— hol
7)o

Az inverze felhasznélva, hogy x € [0, 7] esetén

szinusz fliggvény inverze az arcsin fliggvény:

f@)=y

Jsin (2x2—7r> =y
) (2x7r) Yy
sin ==
2 3

20 —m (y)
= arcsin | =
3

237 — 7 = 2arcsin

(%)
2x = 2 arcsin (%) T
x = arcsin (%) +3

tehat f~!(z) = arcsin (%) +

NIE]



Hiperbolikus fliggvények inverze

A chz fiiggvényt a [0, +00)-re kell
megszoritani, hogy injektiv legyen.

Itt az inverze area koszinusz hiperbolikusz:
arch : [1,+00) — [0, +00)

archz = In (x + vz — 1)

A shx fuggvény injektiv.
Inverze area szinusz hiperbolikusz:
arsh: R - R

arshz = In (x +Vaz?+ 1)
A thx figgvény injektiv.

Inverze area tangens hiperbolikusz:
arth: (—-1,1) > R

1 1
arthz = 2ln( +33>

1—=x

Yy
2 1
T
1 2
——chzx
——shax
thz
Yy
2 1
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Koszinusz hiperbolikusz inverze — bizonyitas

Feladat:
Hatérozzuk meg a koszinusz hiperbolikusz (nemnegativ szamokra vett
megszoritasanak) inverzét.



Koszinusz hiperbolikusz inverze — bizonyitas

Feladat:
Hatérozzuk meg a koszinusz hiperbolikusz (nemnegativ szamokra vett
megszoritasanak) inverzét.

chx =y
e’ +e’ "
——=
e +e =2y
e* + 1 = 2ye”

(e%)’ +1—2ye” =0
t2 =2t +1=0,

ahol t = e®. Az utolsé egyenlet t-re egy méasodfoki egyenlet, amit a
megolddképlettel megoldhatunk:

2 _
oy EV -4 \/;yﬁlzyi /1.



Koszinusz hiperbolikusz inverze — folytatas

2 _
VA k. v24y4:yi 7.

Mivel ¢ = e® legalabb 1 (nemnegativ szamokra vett megszoritassal dolgozunk),
igy a — elgjel nem j6, mert:

y+Vyr -1y’ — (> - 1) 1
y—Vy* - =(y—\/92—1) = -
y+Vvyr -1 y+VyrP-1 y+yyP-1

<1,

hay > 1 (chz > 1). Tehat:
ef=y+Vyr-1
x:ln(y—i— \/yQ—l)

lgy az inverz:

arch (z) = In (x + Va2 — 1) ,

ahogy szerepelt a korabbi dian.

Hazi feladat a masik két hiperbolikus fliggvény inverzének kiszamolasa.



Fliggvénykompozicié

Ha f: A— Bés g: B — C, akkor
gof:A—=C
(9o f)x) = g(f(x))
A g a kiilsé, mig f a belsé fiiggvény.
Ha f: Df = Rés g: D, —» R (Dy, D, CR), akkor a g o f Ssszetett fliggvény
értelmezési tartomanya:

{reDy| f(z)e Dy} ={xeR|z€Dyés f(x) € Dy}

Példa:
f(z) =Vz (Dy =[0,+00)) és g(z) =2z + 1 (Dy = R)

(go @) =g(f(2) =g (Vz) =2V +1 x>0
(fog)(z) = flg(x)) = f2x +1) = V2z + 1 204+1>0



