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Bevezet® mese: sebességmérés

Meg szeretnénk mérni a pillanatnyi sebességünket.

Ha csak az id®t és a helyzetünket tudjuk mérni, akkor mit tehetünk?

Megmérjük, hogy egy rövid utat mennyi id® alatt teszünk meg, és e kett®
hányadosa a sebességünk (pontosabban átlagsebességünk).

Minél rövidebb utat mérünk, annál pontosabban kapjuk meg a pillanatnyi
sebességet.



Di�erenciahányados

Az f : Df → R ((x0 − δ, x0 + δ) ⊆ Df ⊆ R) függvény x0-hoz tartozó
di�erenciahányadosa

Fx0
(h) =

f(x0 + h)− f(x0)
h

,

ahol 0 < |h| < δ.

Ez a szel®k meredeksége.
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Di�erenciálhányados

Az f : Df → R ((x0 − δ, x0 + δ) ⊆ Df ⊆ R) függvény x0-hoz tartozó
di�erenciálhányadosa (vagy deriváltja)

lim
h→0

Fx0
(h) = lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

= lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

.

Jelölése: f ′(x0), ḟ(x0),
df

dx
(x0) vagy

df

dx

∣∣∣∣
x0

, stb.

Ha az f függvénynek létezik a di�erenciálhányadosa az x0 pontban,
akkor az f függvény di�erenciálható/deriválható/di�ható az x0-ban.

Az f függvény di�erenciálható, ha az értelmezési tartományának minden
pontjában di�erenciálható.

Egy di�erenciálható f függvény derivált függvénye:

f ′ : x0 7→ f ′(x0).



Egy példa

Legyen f(x) = x2 függvény.
Di�erenciahányadosa az x0 pontban:

Fx0
(h) =

f(x0 + h)− f(x0)
h

=
(x0 + h)2 − x20

h
=
x20 + 2x0h+ h2 − x20

h
=

=
2x0h+ h2

h
= 2x0 + h.

A di�erenciálhányadosa:

f ′(x0) = lim
h→0

Fx0(h) = lim
h→0

(2x0 + h) = 2x0.

Így az f függvény derivált függvénye az x0 7→ 2x0 függvény.

Ezt így is írhatjuk: (
x2
)′

= 2x.



Még egy példa

Legyen f(x) = sinx függvény.

Di�erenciahányadosa az x0 pontban:

Fx0
(h) =

f(x0 + h)− f(x0)
h

=
sin(x0 + h)− sin(x0)

h
=

=
sin(x0) cosh+ cos(x0) sinh− sin(x0)

h
=

=
sin(x0)(cosh− 1) + cos(x0) sinh

h

A di�erenciálhányadosa:

lim
h→0

Fx0
(h) = lim

h→0

sin(x0)(cosh− 1) + cos(x0) sinh

h
=

= lim
h→0

sin(x0)
−2 sin2

(
h
2

)
h

+ cos(x0)
sinh

h
=

= lim
h→0
− sin(x0) sin

(
h

2

)
sin
(
h
2

)
h
2

+ cos(x0)
sinh

h
=

= − sin(x0) · 0 · 1 + cos(x0) · 1 = cos(x0).

Tehát (sinx)′ = cosx.
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Néhány derivált

(sinx)
′
= cosx

(cosx)
′
= − sinx

(tg x)
′
=

1

(cosx)2

(c)
′
= 0

(x)
′
= 1(

x2
)′

= 2x

(xn)
′
= nxn−1

(ex)
′
= ex

(lnx)
′
=

1

x



Egyoldali deriváltak

Jobb oldali derivált x0-ban: lim
h→0+

Fx0
(h).

Bal oldali derivált x0-ban: lim
h→0−

Fx0
(h).

Példa: f(x) = |x|.
Di�erenciahányadosa x0 = 0-ban:

F0(h) =
f(0 + h)− f(0)

h
=
|0 + h| − |0|

h
=
|h|
h

=

{
1, ha h > 0
−1, ha h < 0

Ennek h = 0-ban nincs határértéke,
de van jobb és bal oldali határérték:

lim
h→0+

F0(h) = 1

lim
h→0−

F0(h) = −1
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Kapcsolat a folytonossággal

Tétel
Ha egy függvény egy x0 pontban di�erenciálható, akkor az x0 pontban
folytonos a függvény.

Visszafelé nem igaz, pl. az abszolútérték-függvény a 0-ban.



Érint®

Az f függvény gra�konjának érint®je az x0 pontban az (x0, f(x0))
ponton átmen®, f ′(x0) meredekség¶ egyenes, melynek egyenlete:

y = f(x0) + f ′(x0) · (x− x0)

Példa:
Írjuk fel az f(x) = x2 függvény
érint®jét az x0 = 1 pontban.

f ′(x) = 2x, így f ′(1) = 2.

Másrészt f(1) = 1, így

y = 1 + 2(x− 1) azaz

y = 2x− 1
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Feladat

Írjuk fel az f(x) = tg (x) függvény érint®jét az x0 = 0 pontban.

f ′(x) =
1

(cosx)2
, így f ′(0) = 1.

Másrészt f(0) = 0, így

y = 0 + 1(x− 0) azaz

y = x.
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Lineáris átfogalmazás

Az f : Df → R ((x0 − δ, x0 + δ) ⊆ Df ⊆ R) függvény az x0 pontban
di�erenciálható, ha van olyan A ∈ R szám és egy ε(x) függvény, melyre
igaz, hogy

f(x) = f(x0) +A · (x− x0) + ε(x) · (x− x0),
ahol lim

x→x0

ε(x) = 0.

A derivált értéke ekkor az A szám.

Tehát a függvény:

f(x) = f(x0) + f ′(x0) · (x− x0)︸ ︷︷ ︸
érint®

+ ε(x) · (x− x0)︸ ︷︷ ︸
hibatag

.
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