18. eléadas

Numerikus sorozatok és sorok

Horvath Marton

BME, Matematika Intézet,
Algebra és Geometria Tanszék

2025. majus 12.



Sorozat definicidja

Minden természetes szamhoz hozzarendeliink egy valds szamot.

fi N>R
a1,0a2,03,...,0n, ...
Megadhatjuk rekurzivan, pl.:

Up41 =Gn +5

Ap4+1 = 5(171

szamtani sorozat

mértani sorozat

Vagy expliciten formulaval, pl.:
1
p = —.
n

Altalaban a végtelenbeli hatarérték érdekes, tulajdonképpen a ,végtelen
megkozelitése”.



Tulajdonsagok

A fliggvényekhez hasonléan:

A sorozat

monoton nd, ha n < m esetén a,, < a,,

szigorian monoton ng, ha n < m esetén a,, < a,,
monoton cs6kken, ha n < m esetén a,, > a,,
szigorian monoton csdkken, ha n < m esetén a, > a,,

alulrdl korlatos, ha létezik k € R, hogy minden n € N esetén a,, > k
feltlrsl korlatos, ha létezik K € R, hogy minden n € N esetén a,, < K
korlatos, ha létezik K € R, hogy minden n € N esetén |a,| < K

legnagyobb alsé korlat inf a,
legkisebb felsé korlat sup a,



Sorozatok hatarértéke

Csak a +oo-ben vizsgaljuk!

Az a,, sorozat hatarértéke az A € R szam, ha minden € > 0-hoz létezik N € N
kiisz6bindex, hogy n > N esetén |a,, — A| < e.
Jelolés: a,, -+ A vagy lim a, = A.
n— 00
Az a,, sorozat hatéarértéke a +o0o, ha minden K € R-hez létezik N € N

kiiszobindex, hogy n > N esetén a,, > K.
Jeldlés: a,, — 400 vagy lim a, = +oo.
n—oo

Az a,, sorozat hatarértéke a —oo, ha minden K € R-hez létezik N € N
kiiszobindex, hogy n > N esetén a,, < K.
Jeldlés: a,, -+ —oo vagy lim a, = —oo.
n—oo
Egy sorozat konvergens, ha létezik A € R hatérértéke.
Egy sorozat divergens, ha nem konvergens.

Ha egy sorozat hatarértéke 0, akkor nullsorozat.



Mdaveletek és a hatarérték

Tétel:
Ha a,, — A, b, — B, akkor

ap +b, A+ B
ap, —b, - A—B
anb, — AB
an, A
EHE, ha b,,B #0
ca, —cA, hacelR



Nevezetes sorozatok

——0
n

1

— =0, haa>0
na

n® — 400, haa >0

400, hag>1
q" — 1, hag=1

0, halg<1
Yg—1,hag>0
Un—1

(1+2) — e, ahol ¢ € R
n



Rendérelv

Ha a, <b, <¢, (han> N) és a, — A és ¢, — A, akkor b, — A.

Példa:
b, = v/2+ %

V2 o< 2+l < 3

J han— o
1



2n
Mi a (n +i’) sorozat hatarértéke?




Feladat

2n
3
Mi a (n + 1) sorozat hatarértéke?
n—

Egy masik megoldasi médszer:

n+3 2n_ n_1+ 4 2n_
n—1 T \n—-1 n-1 N

mert

n+3\" 143\ 1+
n—1) ~\1-4) \(1-%




Akhilleusz és a teknés

Zénén paradoxonja:
Akhilleusz és a teknds — &

A gyorslabt Akhilleusz versenyt fut a \&

lomha tekndgssel, akinek egy kis el6nyt <
ad. Zénén érvelése szerint igy soha N
nem fogja utélérni, mert mig odaér |
ahonnan a teknds indult, a teknés mar P N
haladt valamit. De mire odaér, mar \ &
megint nem lesz ott a teknds... ‘ —

A kép a Wikipédiarol szarmazik:
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Zeno_Achilles_Paradox.png


https://en.wikipedia.org/wiki/File:Zeno_Achilles_Paradox.png

Szumma ismétlése

N

Y an=ai+as+az+---+ay
n=1

Példa:
L NE )

n=1

:M—‘



Sor

—+oo
Ha a,, egy sorozat, akkor a Z an, = a1 +as + az +

... formalis Gsszeget
n=1

numerikus sornak nevezziik.
Az N-edik részletosszeg:

N
SN:Zan:a1+a2+a3+-~-+aN

n=1

Sl = ay
So = aq + as
S3 =a1 +as +as
0o N
A E a,, sort akkor nevezziik konvergensnek, ha a részletésszegek Sy = E an
n=1 n=1
sorozata konvergens. Ennek hatarértéke a sor Gsszege:

N

[eS)
lim Sy = lim ap = E an
N—o00 N—o00

n=1 n=1



oo
A Z m sor részletsszegei:

_nglﬁ_n+1

111 1 1 1

“173Te T3ty T T TN TN
1

TN+

A sor 6sszege ennek a hatarértéke:
o0

1 . . 1
> Sy = S = Jim (1o ) =

n=1



Geometriai sor

Tudjuk, hogy

(1—z)A+z+a’+--+2") =1—2"" = 14zt 42" =

B [e%e) 1 n
lgy a Z:O <2> sor részletGsszegei:
n= N n 1 N+1 N
1 1-(3) 1
SN=Z<2> =11 ~2%7\3)

n=0
melynek hatarértéke 2, ennyi a sor Gsszege.

1— xn—‘—l

1—2x

oo
Altalaban |g| < 1 esetén a Z ¢ =14+ q+¢*+... sor részletdsszegei:

n=0

1-q

melynek hatérértéke:

o
St
n=0



Feladatok

Tudjuk, hogy |q| < 1-re

q 1—g¢

LS 1 LS o0
Foorh Se-rt oot
n=0 n=0

o0
. b i
Mennyi a g gn SO Osszege?

n=0




Feladatok

Tudjuk, hogy |q| < 1-re

o 1 (o9} a (o] q
;q T 1_4 ,;)aq :1—q ZC] Zﬁ

o0
)
. El . -
Mennyi a g o sor 6sszege’
n=0

SEovs

n=0 n=0

/\
v
3
I
| ot
ol
Il
o] ot

4 - 5n+1
Mennyi a Z g1 SO Osszege?




Feladatok

Tudjuk, hogy |q| < 1-re
[ee] 1 (oo}
> d ==, D "=
n=0 n=0

o0
. b i
Mennyi a g gn SO Osszege?

n=0
Yo >
n=0 n=0
4 . 5n+1

sor Osszege?

Mennyi a Z

s 4.5nt1

D

32n 1

> 4.5-5"

->

2n—1 2n
n=1 3 n=1 3 /3
60 -2
= g =60
1-3

©l|wolux

o0 q o0
n 5 5
) -3
6 6

o0 5,” oo
3-4-5-— =3 60

5
:60~1=75




Akhilleuszra visszatérve

Tegyiik fel, hogy a gyorslaba Akhilleusz sebessége 20 km/h, mig a lomha
teknésé 1 km/h, de 1 km elénnyel indul.

A pozicidjuk az idé fliggvényében:

idé Akhilleusz teknds

0 0 1

= 1 1+ 55

S ) B e )
() (&) 15+ @) [ 1+ 5+ (%) + (%)

Igy a talalkozasi hely:

1+1+12+13+ —iln— L _®
20 20 20 - 20/  1-41 19

20



Neumann feladata

Két kerékparos egymastél 20 km-re egymas felé elindul 10 km/h-s sebességgel.
Mikor indulnak, egy légy 15 km/h sebességgel elindul az egyik kerékparrél a
masik felé, majd amikor azt eléri, vissza az els6hoz, és igy tovabb egészen addig,
amig a két kerékpar talalkozik. Mekkora utat tesz meg a légy?



Neumann feladata

Két kerékparos egymastél 20 km-re egymas felé elindul 10 km/h-s sebességgel.
Mikor indulnak, egy légy 15 km/h sebességgel elindul az egyik kerékparrél a
masik felé, majd amikor azt eléri, vissza az els6hoz, és igy tovabb egészen addig,
amig a két kerékpar talalkozik. Mekkora utat tesz meg a légy?

fordulas | 1. kerékpar | 2. kerékpar | megtett at (légy)
0. 0 20 0

1. 8 12 12

2. 9,6 10,4 12424

3. 9,02 10,08 12+2,4+0,48

A légy altal megtett at:

12 12 212 & 1\" 12
124244048+ - = 124 — 4 —+--- = == 12(2) = —15
+2,4+0,48+ te gt ;y n;) (5) 1

Erre az eredményre jutunk, ha rajoviink, hogy a kerékparosok egy 6ra mulva
talalkoznak, ami alatt a légy 15 km-t repiil.



