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Harmonikus sor

o0

A Z ay, sor konvergencidjanak sziikséges feltétele, hogy az a,, sorozat
n=1

nullsorozat legyen:
p =8, —Sp-1—>5—-5=0

De ez nem elégséges:

§OO l—1+ 1 +1+1+1+1+1+1+1+
n_ 2 3 4 5 6 7 8 9
n=1 N~ N——

>1 >1 >1 >3

Tehat Sor > k3, igy Nlim SN = 400, azaz ez a sor divergens.
— 00



Cauchy-féle integralkritérium

Ha az f: RT — R fiiggvény monoton csokken és pozitiv, akkor

(') —+oo
Z f(n) sor konvergens <= / f(z) dz improprius integral konvergens
n=1 1

Emlékeztetd:
+oo 1
Az / — dx pontosan akkor konvergens, ha a > 1.
1 x
Tehat:
oo

1
A Z — sor pontosan akkor konvergens, ha a > 1.
nCL

n=1

Peldaul: )~ — = .
n

n=1



Pozitiv tag sorok

oo
Egy Z a,, sor pozitiv taga sor, ha a, > 0.
n=1
Pozitiv tagi sorok esetén médszerek a konvergencia eldontésére:
» majorans kritérium
» minorans kritérium
> gyokkritérium

» hanyadoskritérium



Majorans kritérium

o0 oo
Ha a Z a, és Z by, sorokra 0 < a,, < b, teljesiil (n > N esetén) és

n=1 n=1
o0 o0
g by, konvergens, akkor E ay, is konvergens.
n=1 n=1
Példa:
o0

Z 27n sor konvergens?
n3 +3 gens!

n=1



Majorans kritérium

o0 oo
Ha a Z a, és Z by, sorokra 0 < a,, < b, teljesiil (n > N esetén) és

n=1 n=1

o0 o0
Z by, konvergens, akkor Z ay, is konvergens.
n=1 n=1
Példa:
= 2n

R ?
Z 513 sor konvergens’
n=1

2n 2n

2
E3 ~ — = —, igy talan konvergens.
n n n

Majorans kritérium:

n on 2 —— =2
anzmﬁﬁzﬁzbn es ;bn:;ﬁ

o0 o0 2
Tehat Z an = Z 7137:1_3 is konvergens.
n=1

n=1

1
=2 Z 2 konvergens

n=1



Minorans kritérium

oo oo
Ha a Z a,, és Z by, sorokra 0 < a,, < b, teljesiil (n > N esetén) és

n=1 n=1
o] o0
E a., divergens, akkor E b, is divergens.
n=1 n=1
Példa:
o 2

n
Z ——— sor konvergens?
—mn +1



Minorans kritérium

oo oo
Ha a Z a,, és Z by, sorokra 0 < a,, < b, teljesiil (n > N esetén) és

n=1 n=1
o] o0
E a., divergens, akkor E b, is divergens.
n=1 n=1
Példa:
o 2
n
E ——— sor konvergens?
ns+1
n=1
Tl2 n2

1
o S e e igy valdszinileg divergens.
n n n

Minorans kritérium:
2 2 1

n n . N
bn:mZﬁ:%:an es Zan—

oo o0 2
Tehat Z b, = Z nL‘LJrl is divergens.
n=1 n=1

o0

2n

|
5 Z E IVergens



Gyokkritérium

oo
A Z a,, pozitiv tagl sor esetén
n=1
o0
<1, akkor Y a, konvergens
n=1

o0
> 1, akkor Y a, divergens

n=1

ha lim a,
n— oo

Ha a hatarérték nem létezik, vagy éppen 1, akkor ez a kritérium nem mond
semmit sem.
Példa:
(oo}
n k 2
Z 3 SO konvergens?

n=1



Gyokkritérium

oo
A Z a,, pozitiv tagl sor esetén

n=1

o0
<1, akkor Y a, konvergens

ha lim a, n=1
noee > 1, akkor > a, divergens
n=1

Ha a hatarérték nem létezik, vagy éppen 1, akkor ez a kritérium nem mond
semmit sem.

Példa:
oo
n
E — sor konvergens?

377,
n Ynoo n 1
Vam = 7 — = VI
“ 3 3 3

Tehat a gyokkritérium szerint a Z 3n sor konvergens.

n=1

n=1

no.
Ay = —, |
o 18Y

w



Hanyadoskritérium

oo
A Z a,, pozitiv tagl sor esetén
n=1
o0
<1, akkor Y a, konvergens
ha lim 22+t nel
>1, akkor > a, divergens

n=1

n—oo (U

Ha a hatarérték nem létezik, vagy éppen 1, akkor nem mond semmit sem.
Példa:
(o]
n!
E — sor konvergens?
271

n=1



Hanyadoskritérium

oo
A Z a,, pozitiv tagl sor esetén

n=1

<1,
ha lim dnt1

n—oo (U

> 1,

o0
akkor 3" a, konvergens
n=1

akkor > a,, divergens

n=1

Ha a hatarérték nem létezik, vagy éppen 1, akkor nem mond semmit sem.

Példa:
= n!
Z on SOF konvergens?
n=1
_nl _(n41)
Qp = 27 es an+1 = W' |gy
(n+1)! | n
an+1  “gnFi _(TL+1) 2 _n—|—1
an o nl  2ntl 9 —roo>1

o0
L : n! :
Tehat a hanyadoskritérium szerint a E on SOr divergens.

n=1



oo
Konvergens-e a E sor?
n=1

3n—1



Feladat

o0
Konvergens-e a E

n=1

sor?

3n—1

Ha gyokkritériummal prébalkozunk: a,, =

2

3n

2
-1

{1/5

. igy

iy n = e = —
Ve B3n—1 {Bn-1

igy ebbdl nem tudjuk, hogy konvergens-e.

L,

Ezért a minorans/majorans kritériummal érdemes prébalkozni.

Mivel ~ —, igy val6sziniileg divergens.

n—1 3n
Ezért a minorans kritériumot hasznaljuk:

2 2 =2
2 & el
3n—1 " 3n 3n

(o)

2

Tehat a E sor is divergens.
ot 3n—1

2 o= 1
=3 nz::l -~ divergens



Leibniz-sorok

A Z a,, sor Leibniz-tipust vagy Leibniz-sor, ha

n=1

> a,, alternalé (valtakozé elGjeli)

> a, — 0
> |a,| monoton csokken

Tétel:

Minden Leibniz-sor konvergens.
Tétel (hibabecslés):

o0
Ha Z a, = A Leibniz-sor, akkor
n=1

minden N € N-re

N

A—Zan

n=1

< lans1]-

e~
N~

Pelda:

i(—n”_ IR
~ 2 3 45

Teljesiilnek ra a feltételek:
> a,, alternalé: igen ((—1)")
-y = CU g

> |a,| = % monoton csdkken

Tehat Leibniz-sor, igy konvergens.



Abszolat és feltételesen konvergens sorok

o0 o0

A E ay, sor abszolut konvergens, ha a E |ay,| sor konvergens.
n=1 n=1

Tétel:

Minden abszolat konvergens sor konvergens.
o

A E a,, sor feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolat
n=1
konvergens.

PO%Ida

i
E (=1) sor konvergens (Leibniz), de nem abszolit konvergens:
n
n=1

DS

n=1 n=1

-t

n=1

ami divergens.



Feltételesen konvergens sor atrendezése

Tekintsiik a kdvetkezd sort:

1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1
2 2 2 2 4 4 4 4 4 4 4 4 8

Részletdsszegek:

Ennek a hatarértéke 0.

Ugyanez a sor kicsit atrendezve:

Ekkor a részletosszegek:

1 1 3 1 3 3 71

_1707 _ia _17 _53 _17 - 7_57 _17 -

Ekkor a hatarérték —1.



