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Sikok egyenlete

Adott egy n(a, b, c) térbeli vektor.
Melyek azok a v(x,y, z) vektorok, amelyek mer6legesek ra?

Két vektor pontosan akkor meréleges, ha a skalaris szorzatuk nulla:
n-v=0<=ax+by+cz=0

Ez az n normalvektorra meréleges, origén atmeng sik egyenlete (a, b, c € R).

Példa:
Az n(2, —3,1) norméalvektorra meréleges, origén atmend sik egyenlete:

20 —3y+2=0

A sik egyenlete altalanos esetben (tehat ha nem feltétleniil megy at az origén):

ar+by+cz=d

Példa:
Ha az n(2, —3,1) normélvektora sik atmegy a P(1,3,5) ponton, akkor gy kell
megvalasztani a d-t, hogy P-re teljesiiljon az egyenlet (2-1—-3-3+4+5=—2):

20 -3y +z=-2



Hesse-féle normalegyenlet

Az ax + by + cz = d egyenlet(i sik Hesse-féle normalegyenlete:

ar +by+cz—d
Va2 4+ b+ ¢?
A bal oldal megadja az (x,y, z) koordinataju pont (el6jeles) tavolsagat a siktdl.
Példa:

A Q(1,3,2) pont tavolsdga a P(2,1,5) ponton atmend, n(3,1,—1)
normalvektori siktol.



Hesse-féle normalegyenlet

Az ax + by + cz = d egyenlet(i sik Hesse-féle normalegyenlete:
ar+by+cz—d
ErEeE

A bal oldal megadja az (x,y, z) koordinataju pont (el6jeles) tavolsagat a siktdl.

Példa:
A Q(1,3,2) pont tavolsdga a P(2,1,5) ponton atmend, n(3,1,—1)
normalvektori siktol.
A sik egyenlete:
3r4+y—z=2

A sik Hesse-féle normalegyenlete:
Jz+y—2z2—2
V11
A bal oldali kifejezésbe a @ koordinatait helyettesitve:
3-1+3-2-2 2
Vil Vil

~ 0,603



Két vektor altal meghatarozott sik

Hogyan tudjuk felirni két vektor altal meghatérozott sik egyenletét?

Egy olyan vektort keresiink, mely az altaluk meghatarozott sikra, azaz
mindkett6re mer6leges. A vektoridlis szorzatuk pont ilyen. Ennek segitségével fel
tudjuk irni a sik egyenletét.

Példa:

v1(1,3,2) és v3(0,2,1) altal meghatarozott sik egyenlete



Két vektor altal meghatarozott sik

Hogyan tudjuk felirni két vektor altal meghatérozott sik egyenletét?

Egy olyan vektort keresiink, mely az altaluk meghatarozott sikra, azaz
mindkett6re mer6leges. A vektoridlis szorzatuk pont ilyen. Ennek segitségével fel
tudjuk irni a sik egyenletét.

Példa:
v1(1,3,2) és v3(0,2,1) altal meghatarozott sik egyenlete
ViXve=(3-1-2.22.0-1-1,1-2-3-0) = (-1, -1,2)

Igy a sik egyenlete: —z —y + 22 = 0.

Mia vy(1,3,2) és v2(0,2,1) vektorokkal parhuzamos, a (3,7, 1) ponton
atmend sik egyenlete?



Két vektor altal meghatarozott sik

Hogyan tudjuk felirni két vektor altal meghatérozott sik egyenletét?

Egy olyan vektort keresiink, mely az altaluk meghatarozott sikra, azaz
mindkett6re mer6leges. A vektoridlis szorzatuk pont ilyen. Ennek segitségével fel
tudjuk irni a sik egyenletét.

Példa:
v1(1,3,2) és v3(0,2,1) altal meghatarozott sik egyenlete
ViXve=(3-1-2.22.0-1-1,1-2-3-0) = (-1, -1,2)

Igy a sik egyenlete: —z —y + 22 = 0.

Mia vy(1,3,2) és v2(0,2,1) vektorokkal parhuzamos, a (3,7, 1) ponton
atmend sik egyenlete?
d=-3—-7+2-1= -8, igy a sik egyenlete:

—x—y+2z=-8



Két sik hajlasszoge

Hogyan hatarozhatjuk meg két sik hajlasszogét?

Ez a sz0g megegyezik a normalvektoraik altal bezart szoggel, igy elég azt
kiszamolni.
Példa:

r—2y—32=26

9% 4 5r— T } sikok hajlasszoge



Két sik hajlasszoge

Hogyan hatarozhatjuk meg két sik hajlasszogét?

Ez a sz0g megegyezik a normalvektoraik altal bezart szoggel, igy elég azt
kiszamolni.

Példa:
r—2y—32=26 . qa
9% 4 5r— T } sikok hajlasszoge
El6sz6r az egyenletekbdl leolvassuk a normalvektorokat:
x—2y—32=6 = n;=(1,-2,-3)
20 +52=7 = mnp=(20,5)

A bezart szogiik:

( n; -1ns > ( 24+0-15 )
= arccos | ————— = arccos =
4 Ini| - |ng| VI+4+9-v/4+25

V406

Két sik hajlasszoge 0° és 90° kozotti érték, igy ennek a kiegészits szoge, azaz
49,9° a hajlasszog.

= arccos <—13> ~ 130,1°



Egyenesek a sikon

Egyenes egyenlete a sikon:
y=ar+b (a,b€R) vagy z=c (ceR)
altalanosan:
ar+by=c a,b,ceR

Hesse-féle normalalak:
ar +by—c

=0
Va2 + b2
A Q(z0,yo) pont tavolsaga az egyenestdl:

axog+ by — ¢
va? + b2

Példa:
A Q(2,3) pont tavolsaga az y = 2z + 1 egyenestdl.



Egyenesek a sikon

Egyenes egyenlete a sikon:
y=ar+b (a,b€R) vagy z=c (ceR)
altalanosan:
ar+by=c a,b,ceR

Hesse-féle normalalak:
axr +by —c

A Q(z0,yo) pont tavolsaga az egyenestdl:

=0

axog+ by — ¢

Peélda:
A Q(2,3) pont tavolsaga az y = 2z + 1 egyenestdl.
Az egyenes egyenlete dtrendezve: —2x + y = 1, igy a Hesse-féle normalalakja:

—2rx+y—1
(=2)2 +12
—2-24+3-1

Igy a Q pont tavolsaga: — =~ 0,89

e e



Egyenesek a térben

Az A(z1,y1,21) és a B(xa,ya, 22) ponton dtmend egyenes:
iranyvektora: E(mg —T1,Y2 — Y1,22 — 21)
Az egyenes pontjai (a = (21,41, 21)):
a+ tzﬁ = (x1,91,21) +t(r2 — 21,2 — Y1, 22 — 21) =
= (w1 +t(x2 —21), 91 +t(y2 — Y1), 21 + (22 — 21))

Masképpen:
A P(x0,y0,20) ponton atmend, v(vy, vy, v3) iranyvektord egyenes pontjai:

{p + tv = (20, Yo, 20) + t(v1,v2,v3) = (2o + tv1, Yo + tva, 20 + tvs) | t € R}

Ezt nevezziik az egyenes paraméteres megadasanak.

Tr — X
r=x0+tvy = t=
U1
— Yo xr—x — zZ—Z
y=1yo+tvg = t:y Y 0_Y¥—% _ 0
U2 V1 (] v3
zZ— 20
z=zy+tvgy = t=——
U3

Ez az egyenes egyenletrendszere.



Példa

Az A(1,3,-5) és a B(2,0,—1) ponton atmend egyenes egyenletrendszere.



Példa

Az A(1,3,-5) és a B(2,0,—1) ponton atmend egyenes egyenletrendszere.
iranyvektor: AB = (1,-3,4)

paraméteres egyenlete:
{(1+t,3—3t,—5+4t) | t € R}

egyenletrendszere:
x—1 y—3 2z+5

1 -3 4



Forditott példa

Es forditva:
T —2 _

3
melyik egyenest hatarozza meg?




Forditott példa

Es forditva:
z—2 y 1-—=z2

3 3 2
melyik egyenest hatarozza meg?

Kicsit atalakitjuk:

Az iranyvektor: (3,—3,—2) és a (2,0,1) ponton megy at.
Azt is mondhatjuk, hogy a (2,0, 1) és (5, —3,—1) ponton atmend egyenes.



Egy elfajuld eset

Hogyan irjuk fel az egyenes egyenletét, ha az iranyvektor egyik koordinataja
nulla?

Példaul v = (1,0, 5) irdnyvektord, P(2,4,6) ponton dtmend egyenes egyenlete:

e paraméteres egyenlete:

{(241,4,6 4+ 5t) | t € R}

e egyenletrendszere:




Két sik metszésvonala

20 -2y —z =17

T+ 3y+32=6 } sikok metszésvonalanak megadasa



Két sik metszésvonala

20 -2y —z =17
z+3y+32=6

A keresett egyenes iranyvektora parhuzamos mindkét sikkal, igy mer&leges a
normalvektorokra:

} sikok metszésvonalanak megadasa

v=mn; xny=(2,-2,-1) x(1,3,3) = (-3,-7,8)

Kell keresni még egy metszéspontot is.
Ehhez feltehetjiik, hogy pl. = 0:

_szy+_3izg }—3y227:>y:—9:>z:11

Tehat (0, —9,11) egy metszéspont. gy a metszésvonal paraméteres megadasa:
{(-3t,-9—7t,114+8t) | t € R}

Es az egyenletrendszere:

r y+9 z-11
-3 -7 8




