Matematika A2a - Vektorfiiggvények elméleti kérdései
(BME GTK miiszaki menedzser szak, 2025. tavasz)

Els6 tipusd improprius integral: Végtelen tartomanyon korlatos fliggvény

Legyen f integralhaté minden S > a esetén az [a, 5]-n. Ha a ﬁlim f(z) dx hatarérték létezik és
—0 Jq

) B
véges, akkor az f fiiggvény impropius integralja létezik, és / f(z)dz = 5lim / f(z)dz.
a —00 Ja

Masodik tipusi improprius integral: Véges tartomanyon nem korlatos fiiggvény 1.
Legyen f integrdlhat6 [o,b]-n minden o € (a,b) esetén, és f nem korlatos az [a,b]-n Ha létezik és

b b b
véges a alg&/a f(z) dz hatérérték, akkor /a f(z)dz = algglJr/a f(z)dz.

Masodik tipust improprius integral: Véges tartomanyon nem korlatos fiiggvény II.
Legyen f integralhaté [a, 8]-n minden 8 € (a,b) esetén, és f nem korldtos az [a,b]-n Ha létezik és

g b g
véges a lim / f(x) dz hatérérték, akkor / f(z)dz = lim / f(x)de.
B—b— g a B=b=Ja
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Az — improprius integraljanak konvergenciaja
x

+o0 1
Az / — dz integral pontosan akkor konvergens, ha 1 < p.
1 T

1
1
Az / - dz integral pontosan akkor konvergens, ha 1 > p.
o T

Vektorok szammal val6 szorzasa

A X valds szam és a v vektor szorzata az a vektor, melynek hossza |A| - |v|, és irdnya v-vel megegyez0,
ha A > 0, illetve irdanya v-vel ellentétes, ha A < 0.

Ha a v koordinétéi (v1,va, v3), akkor A-val valé szorzatédnak a koordindtai (Avi, Ava, Avs).

A A\v szorzat pontosan akkor 0, ha a A =0 vagy v = 0.

Jelolés: Av.

Skalaris szorzat

Az a és a b vektorok skalaris szorzata az |a||b| cos ¢ szdm, ahol ¢ jeloli az dltaluk bezért szoget. Ha az
a koordinatai (a1, ag, as), mig a b koordinatai (b1, be, b3), akkor a skaldris szorzatuk a;b; + azbe + asbs.
A skalaris szorzat pontosan akkor 0, ha a két vektor merdleges egymasra.

Jelolés: a - b, ab vagy (a,b).

Vektorialis szorzat

Az a, b haromdimenziés vektorok vektoridlis szorzata az a c vektor, melyre a kévetkezok teljestilnek:
1. |c| = |a]|b|sin¢, ahol ¢ jeldli az a és a b altal bezart szoget;
2. ¢ merdleges az a-ra és a b-re;
3. az a, b, ¢ vektorok jobbrendszert alkotnak.

Ha az a = (al, an, a3) és b= (bl, bg, bg), akkor a x b = (a2b3 — agbg,agbl — albg, albg — agbl).

A vektorialis szorzat pontosan akkor 0, ha a két vektor parhuzamos.

Jelolés: a x b.

Vegyes szorzat

Az a, b, c hdromdimenziés vektorok vegyes szorzata az (a x b) - ¢ (vektoridlis, majd skaléris) szorzat.
Geometriai jelentése: az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon elGjeles térfogata.

A vegyes szorzat pontosan akkor 0, ha a harom vektor egy sikba esik.

Jelolés: abc.

Sik Hesse-féle normalegyenlete
Az n = (a, b, ¢) normélvektoru sik Hesse-féle normalegyenlete:

ar +by+cz—d
Va2 + b + 2
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Pont és sik tavolsaga
A P(z0,yo, 20) pont tavolsidga az ax + by + cz = d egyenletii siktol:

axg + byg + czg — d
Va2 + b2+ 2 '

Egyenes paraméteres megadasa
A v = (a,b,c) irdnyvektora P(zg,yo, 20) ponton dtmend egyenes paraméteres egyenlete

{P+tv = (0 +ta,yo + tb, 20 + tc) | t € R}.

Egyenes egyenletrendszere a térben
Az (a,b, ¢) irdnyvektori P(zo,yo, 20) ponton atmend egyenes egyenletrendszere

T—2o _Y—Y _ Z— 20
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Linearis kombinaci6
A vyq,...,vg n dimenzids vektorok linearisan kombindciéja A1vy + -+ - + Apvy, ahol A1, ..., Ap valds

szamok.

Linearis 6sszefiiggtség
A vy,...,vi n dimenziés vektorok linedrisan Osszefliggenek, ha vannak olyan Aq,..., A\; szamok ugy,
hogy Mivi + -4+ A\pgvip =0 é8s a A,..., \; szdmok nem mindegyike 0.

Linearis fiiggetlenség

A vq,...,v} n dimenziés vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha a A\jvi + --- + A\ vi = 0 egyenldségbdl
kovetkezik, hogy A\ = --- = Ay = 0.

Generatorrendszer

A vyi,va, ..., v n dimenzids vektorok az R" tér generatorrendszere, ha minden v n dimenziés vektor

eloall ezek linearis kombinacidjaként.
Bazis
Az n dimenziés térben n darab linedrisan fiiggetlen vektort bazisnak neveziink.
Vektorrendszerek elemszama
Egy n dimenzids térben ha
e [ darab linedrisan fiiggetlen vektor van, akkor k£ < n.

e k darab vektor generatorendszert alkot, akkor k& > n.
e k darab vektor bazist alkot, akkor & = n.

Altér
Az R"™ tér egy V részhalmaza altér, ha teljesiil a kovetkez6 két feltétel: vi, vy € V esetén vi +ve € V
ésveV, AxeResetén \v e V.

Generalt altér

A vi,vo,...,vg vektorok altal generdlt altér azon vektorokbdl &ll, melyek eldallnak vi,va,..., vy
linearis kombinaciéjaként.

Jelolése: (vi,va, ..., vi).

Homogén egyenletrendszer

Az Ax = b egyenletrendszer homogén, ha b = 0.
Ilyenkor x = 0 mindig megoldas. Tovabba, ha x megoldés, akkor Ax is.

Matix rangja

Egy matrix rangja a benne talalhato linearisan fliggetlen oszlopvektorok maximalis szama. Ez ugyan-
annyi, mint a benne taldlhaté linearisan figgetlen sorvektorok maximélis szdma. A legnagyobb méretii
nemnulla aldeterminans mérete szintén a matrix rangjaval egyezik meg.



Linearis egyenletrendszerek megoldasanak matrixrangos vizsgalata

Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg (ahol A m x n-es matrix, x € R",b € R™),
ha az egyenletrendszer métrixanak és a kib6vitett métrixnak a rangja megegyezik (r(A) = r(Al|b)).
A linedris egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg egyértelmiien, ha az egyenletrendszer mat-
rixanak és a kibOvitett matrixnak a rangja egyméssal és az ismeretlenek szamadval is megegyezik
(r(A) =r(Alb) = n).

Ha r(A) =r(Alb) < n, akkor n — r(A) valtozo tetszOlegesen megvalaszthaté (szabad paraméter).
Kifejtési tétel

Az n x n-es A matrix determindnsat kiszamithatjuk a kovetkezdé formuldk segitségével (sor, illetve
oszlop szerinti kifejtés):

n

det(A) = Z(_1)i+jaiin,j,

=1

det(A) = Z(_Uiﬂaiin,j,

i=1

ahol A, ; jeloli az A matrix i-edik sordnak és j-edik oszlopdnak elhagyésdval kapott (n—1) x (n—1)-es
matrix determinansat.

Sor- és oszlopmiiveletek hasznalhatésaga

egyenletrendszer megoldédsa (csak sormiiveletek!)
inverz szamoldsa (elsé mddszer) (csak sormiiveletek!)
matrixok rangjanak meghatarozasa
determinans kiszamitasa

— csere: (—1)-es szorzd

— sor/oszlop szorzasanal ki kell emelni a szorzét

Inverz matrix
A négyzetes A matrix inverze az a A~ !-gyel jelolt métrix, melyre AA™' =E, és AT'A = E,,.

Inverz matrix létezésének feltétele
A négyzetes A métrixnak pontosan akkor létezik inverze, ha a determindnsa nem 0.

Inverz matrix kiszamitasa
Ha az n x n-es A matrix invertalhatd, akkor az inverzének i-edik soranak j-edik eleme:
L w
(A7), = (1) A;;/det(A),
ahol Aj; jeloli az A matrix j-edik sordnak és i-edik oszlopanak elhagyaséval kapott (n—1) x (n—1)-es
métrix determinansat.
Az inverz kiszdmolasdra masik médszer a Gauss-eliminécio.

Matrix sajatértéke, sajatvektora
Egy n X n-es A maétrix sajatértéke A € R, ha van olyan v € R"™ nemnulla vektor, hogy Av = Av.
Ekkor a v-t a A\-hoz tartozé sajatvektornak nevezziik.

Diagonalis matrix

Egy négyzetes matrixot diagonalisnak neveziink, ha a féatlon kiviil az dsszes eleme 0.
Diagonalizdlhaté matrix

Egy A matrixot diagonalizalhaténak neveziink, ha létezik olyan invertalhaté C matrix, hogy a C"!AC
méatrix diagonalis.

Diagonalizalhatosag feltétele
Egy n x n-es matrix pontosan akkor diagonalizdlhatd, ha van n darab linearisan fiiggetlen sajatvektora.



Attérés algebrai alakrdl trigonometrikus alakra
A z = a + bi komplex szdm trigonometrikus alakja 7(cos ¢ + isin ), ahol r = |z] = Va? + b2 és

arctg (g), ha a > 0,
T + arctg (g), ha a < 0,
5 haa=0¢ésb>0,
—% haa=0¢ésb<0.

Komplex szamok n-edik hatvanya
A z = r(cos ¢ + isin @) komplex szam n-edik hatvanya: z" = r"(cos(ny) + isin(nyp)).

Komplex szamok n-edik gyotkeinek meghatarozasa
A z = r(cos ¢ + isin p) komplex szdm n-edik gyokei a

2k 2k
2k = W(cos <SD+ W) + isin <@+ W))
n n

komplex szamok k£ =0,1,...,n — l-re.

Algebra alaptétele
Egy polinomnak a komplex szdmok korében mindig van gydke.

Parcialis derivalt
Az f: Dy — R, Dy C R™ fiiggvény az a = (ai1,...,a,) € Dy pontban x; szerint parcidlisan de-

rivdlhatd, ha az egyvaltozds fi: z; — f(a1,...,ai—1,%i, ait1,...,an) figgvény az a; helyen differen-
cidlhaté. A

i 1) — filai)

Ti—a; XTi — Qg

differencidlhdnyadost az f fliggvény x; szerinti parcialis derivaltjanak nevezziik.
0
Jelolése: fl (a) vagy f(a)'
¢ ox;

Iranymenti derivalt
Az f: Dy — R, Dy C R" fiiggvény Py € Dy pontbeli e € R" irdnymenti derivéltjan (je| =1) a

f(P) = f(P)

lim ———+—+

PPy ‘ﬁ‘ ’

hatarértéket értjiik, ahol P ugy tart a FPy-hoz, hogy a Poﬁ vektor az e-vel parhuzamos és egyenlo
allasd. A hatarértéket igy is felirhatjuk:

f(Po +te) — f(P)

lim

t—0+ t
Jelolés: fL(Pp).
Gradiens
Ha az n valtozés f(z1,x2,...,zy,) figgvénynek valamely Py € R" pontban mindegyik parcidlis de-
rivaltja létezik, akkor az f fiiggvény Py-beli gradiensén a FPy-beli parcidlis derivaltakbdl all6 n dimenzids
vektort értjitk: gradf(Po) = (fy, (Po), fu, (Po),-- -, fa., (Po)).

Jacobi-matrix

Ha f: R®™ — R™ fiiggvény minden komponensének mindegyik parcidlis derivaltja létezik valamely
P € R" pontban, akkor az f fliggvény P-beli Jacobi-matrixdn a komponens fiiggvények parcidlis
derivaltjaibdl allé6 matrixot értjik: az i-edik soranak a j-edik eleme az i-edik komponens fiiggvény
j-edik valtozdja szerinti parcialis derivaltja.

Tobbvaltozés fiiggvény lokalis minimuma
Az f: R" — R tobbvaltozés fiiggvénynek az xg € R" pontban lokalis minimuma van, ha az xo pontnak
van olyan D kornyezete, hogy f(xo) < f(x) minden x € D esetén.



Tobbvaltozos fliggvény lokalis maximuma
Az f: R" — R t6bbvaltozds fliggvénynek az xg € R™ pontban lokalis maximuma van, ha az xo pontnak
van olyan D kornyezete, hogy f(xo) > f(x) minden x € D esetén.

Kétvaltozods fuggvény lokalis szélsGértékeire vonatkozé sziikséges feltétel
Ha a kétvaltozods valds fiiggvénynek valamely pontban lokalis szélséértéke van, akkor abban a pontban
1étezd parcidlis derivaltjai 0-k.

Kétvaltozés fiiggvény lokaélis szélsGértékeire vonatkozé elégséges feltétel
Ha az (x,yo) pont valamely kornyezetében az f(z,y) fliggvény masodik parcidlis derivaltjai léteznek
és folytonosak, tovabba

fe(@o,90) = fy(@o,0) =0 b8 frl. (w0, 40) fpy(x0,50) — (fry (0, 0))* > O,

akkor az f(x,y) fiiggvénynek lokalis szélséértéke van az (xo,yo) pontban. Ez a lokalis szélséérték
minimum, ha f. (zo,%0) > 0, és maximum, ha f. (zo,y0) < 0.

Kétvaltozés fiiggvény nyeregpontra vonatkozo elégséges feltétel
Ha az (x,yo) pont valamely kornyezetében az f(z,y) fliggvény masodik parcidlis derivaltjai léteznek
és folytonosak, tovabba

fe(@o,90) = fy(@o,0) =0 b8 ful(w0,40)fpy(x0,50) — (fry (20, 90))* <O,

akkor az f(z,y) figgvénynek nincs lokalis szélsGértéke az (xo,yo) pontban (nyeregpont).

Kétvaltozos fliiggvény feltételes lokalis széls6értékeire vonatkozo6 sziikséges feltétel
Tegyiik fel, hogy az f,g: R? — R fiiggvényeknek az (zo,79) € R? pontban az elsérendfi parcidlis
derivaltjai 1éteznek és folytonosak, tovabba a g fliggvény parcialis derivéltjai nem mind 0-dk. Ha az f
figgvénynek az (xo, yo) pontban lokalis szélséértéke van a g(z,y) = 0 feltétel mellett, akkor a megfelels
pontban az F(x,y,\) = f(x,y) + Ag(x,y) Lagrange-fiiggvény mindhdrom parcialis derivaltja 0.

Kétvaltozos fuggvény feltételes lokalis maximumara vonatkozd elégséges feltétel

Tegyiik fel, hogy az (xg,10) € R? pontban az f: R*? — R fiiggvénynek a masodrendii parcialis de-
rivéltjai léteznek és folytonosak, tovdbbd a g: R? — R fiiggvény elsérendii parcidlis derivaltjai léteznek.
Ha egy (x0, Y0, Ao) harmasra

F, (20,10, Mo) = F;(l’o,yoa o) = F} (0,50, o) =0 (staciondrius pont)

Fr (0,90, X0)  Fry (20,90, Ao) g5 (20,90)
Fy (0,50, M) Fyy (0,90, Xo) gy (z0, yo)
9z(0, 90) 9y(x0,0) 0

determindns pozitiv, akkor az (zg, yo) pontban az f fiiggvénynek lokalis maximuma van a g(z,y) =0
feltétel mellett.

Kétvaltozés fiiggvény feltételes lokalis minimumara vonatkozdé elégséges feltétel

Tegytiik fel, hogy az (zg,y0) € R? pontban az f: R?> — R fiiggvénynek a mésodrendii parcidlis de-
rivéltjai léteznek és folytonosak, tovabba a g: R? — R fiiggvény elsérendii parcidlis derivéltjai léteznek.
Ha egy (zo, 0, Ao) hdrmasra

Fy (0,90, Xo) = F, (70,50, Xo) = Fx(x0,%0,A0) = 0 (staciondrius pont)

€S a
F, (0,90, X0)  Fiy(20,90, X0) g5 (20,90)
Fy(z0,90, M) Fypy (0,90, M) gy (0,%0)
9. (0, 90) 9y(0,y0) 0

determindns negativ, akkor az (zg,y9) pontban az f fiiggvénynek lokdlis minimuma van a g(x,y) =0
feltétel mellett.



Numerikus sor
Tetsz6leges (ay) sorozatbdl képezett a; + az + -+ + a, + ... formdlis Osszeget (numerikus) sornak
oo

neveziink, melyet altaldban Z a, alakban irunk.
n=1

Numerikus sor konvergenciaja
n

oo
Egy Z ay, sort konvergensnek mondunk, ha az S, = Z aj, részletosszegsorozat konvergens.
Leibniz-sor
oo
Olyan Z an sor, melyben az a,, tagok valtakozé elGjeliiek, abszolit értékben monoton csokkennek és

n=1
0-hoz tartanak. Minden Leibniz-sor konvergens.

Hibabecslés Leibniz-soroknal

N
Ha Z a,, Leibniz-sor 6sszege A, akkor tetszéleges N € N-re |A — Z an| < lanti1]-
n=1 n=1
Harmonikus és hiperharmonikus sorok konvergenciaja
1
A Z — sor pontosan akkor konvergens, ha 1 < a.
na
n=1
Cauchy-féle integralkritérium
Ha az f: RT — R fiiggvény monoton csokken és pozitiv, akkor
Z f(n) sor konvergens <= / x) dz improprius integral konvergens

n=1

Majorans kritérium
Ha az (ap) és (by) Szamsorozatokhoz talalhat6 olyan N € N, hogy n > N esetén 0 < a,, < b, és a

g b, sor konvergens, akkor a E an sor is konvergens.

n=1 n=1

Minorans kritérium
Ha az (a,) és (by,) szdmsorozatokhoz taldlhaté olyan N € N, hogy n > N esetén 0 < a,, < b, és a
[e.9] oo

Z a, sor divergens, akkor a Z b, sor is divergens.

n=1 n=1

Gyokkritérium
[e.e]

A pozitiv tagi Z an sor konvergens, ha nll_{I;O Ya, < 1, és divergens, ha nh_>n(r)10 Yan > 1.
n=1

Hanyados kritérium
[e.e]

an+1

s , . , . . Gn+41

A pozitiv tagu E an, sor konvergens, ha lim < 1, és divergens, ha lim ntlos .
1 n—oo  QAp n—oo  Ap

n=

Abszolit konvergencia

o0
A g an, sor abszolut konvergens, ha a g |a,,| sor konvergens.

n=1 n=1

Feltételes konvergencia

A Z an sor feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolit konvergens.

n=1



