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1. feladat (a)

1 1 2
Linearisan fiiggetlenek-e a [0] , [2] , {2] vektorok?
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1. feladat (a)

1 1 2
Linearisan fliggetlenek-ea | 0 |, 2], | 2| vektorok?
2 1 4
A vi,va, ..., vy vektorok pontosan akkor linearisan fiiggetlenek, ha a

AV 4+ Aavo 4o+ AV =0

egyenl6séghdl kovetkezik, hogy Ay = Ao = --- = X = 0.
1 1 2 0
MOl +X 2] 4+A(2]|=1|0 (1)
2 1 4 0
azaz

A+ A +2XA3=0
2X0 +2X3 =0
220+ X2 +4X3 =0
A harmadik egyenletbdl az elss egyenlet kétszeresét kivonva kapjuk, hogy
—A2 =0, azaz Ay = 0. Ekkor a masodik egyenletbdl 2A3 = 0, azaz A3 = 0. Igy
az els6 egyenletbdl A; = 0. Tehat (1)-bé&l kdvetkezik, hogy A\ = Ay = A3 =0,
ami azt jelenti, hogy ezen vektorok lineérisan fliggetlenek.



1. feladat (b)

2 -1 1
Linearisan fiiggetlenek-e a [—3] , { 2] , [ 0] vektorok?
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1. feladat (b)

2 -1 1
Linearisan fiiggetlenek-e a | —3 | , 21, 0] vektorok?
3 -3 -3
2 -1 1 0
M| =3]+X]| 2|4+X]| 0] =]0
3 -3 -3 0
azaz
2A1 — A2+ A3 =0 2M1 — 3A 4+ A3 =0 IM+A3=0
—3M +2X+0A3=0=N = %)\1 = =
3\ —3XA2—3X\3=0 3\ =330 =3A3=0 —3X\ -3\3=0

A masodik egyenlet az elsé (—3)-szorosa, tehat ez csak egy egyenlet. Ennek egy
(nemnulla) megoldéasa példaul a Ay = 2, A3 = —1. Ekkor Ay = 3\, = 3.
Ellen6rizhetd, hogy ez az eredeti egyenletrendszer megoldasa is, azaz

2 -1 1 0
2(-3]+3 2| - 0[=1]0
3 -3 -3 0

Tehat ezen vektorok linearisan Osszefiigg6ek (nem lineérisan fiiggetlenek).



2. feladat

Az aladbbi matrixok koéziil melyeket tudjuk 6sszeszorozni? Szamitsuk ki néhany
szorzas eredményét! Irjuk fel a matrixok transzponaltjat is!

1 2 2
A:[;’ H B=| 0 2 cz[f ; _‘2‘] D= |2
-1 3 1
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Egy matrix tipusa m x k, ha m sora és k oszlopa van.
Az my X ki-es és az mo X ko-as matrixok szorozhatésaganak feltétele: ky = mo.
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2. feladat

Az aladbbi matrixok koéziil melyeket tudjuk 6sszeszorozni? Szamitsuk ki néhany
szorzas eredményét! Irjuk fel a matrixok transzponaltjat is!

1 2 2
31 2 1 4
A_{Q 0} B= _(1) 3 C_[l 0 _2] D=|-2

Egy matrix tipusa m x k, ha m sora és k oszlopa van.
Az my X ki-es és az mo X ko-as matrixok szorozhatésaganak feltétele: ky = mo.

A matrixok tipusa:
A:2x2 B:3x2, C:2x3, D:3x1
Igy a kdvetkezé szorzatok értelmesek:

AC, BA, BC, CB, CD (ésesetleg AA)
3 1
AC [2 4] BA [2 0}

1
0
1 2
{3 1“73 10] 0 ol |4
2 1 3



2. feladat

Az aladbbi matrixok koéziil melyeket tudjuk 6sszeszorozni? Szamitsuk ki néhany
szorzas eredményét! Irjuk fel a matrixok transzponaltjat is!

1 2 2
31 2 1 4
A_{Q 0} B= _(1) 3 C_[l 0 _2] D=|-2

Egy matrix tipusa m x k, ha m sora és k oszlopa van.
Az my X ki-es és az mo X ko-as matrixok szorozhatésaganak feltétele: ky = mo.

A matrixok tipusa:
A:2x2 B:3x2, C:2x3, D:3x1
Igy a kdvetkezé szorzatok értelmesek:

AC, BA, BC, CB, CD (ésesetleg AA)
3 1
AC [2 4] BA [2 0}

1
0
1 2
{31“73 10] 0 ol 1 o
2 1 3



2. feladat
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2. feladat folytatas

Az alabbi matrixok kozil melyeket tudjuk Gsszeszorozni? Szamitsuk ki néhany
szorzas eredményét! Irjuk fel a matrixok transzponaltjat is!

(3 1
A*_2 0 B=
(4 1 0
BC=|2 0 -4/,
|1 -1 —10

A matrixok transzponaltjai:

1 2
0 2
-1 3

cs - |

-2
3

[0 ]

1 0 -2



2. feladat folytatas

Az alabbi matrixok kozil melyeket tudjuk Gsszeszorozni? Szamitsuk ki néhany
szorzas eredményét! Irjuk fel a matrixok transzponaltjat is!

. 1 2 , , 2
A=|2 0] B=| 02 cﬁ ; ﬂ D= |2
L -1 3 1
[4 1 0
BC=|2 0 -4/, CB:[_§ ji] CD:{S}, AA:[lé g
1 -1 -10
A matrixok transzponaltjai:
3 2 1 0 -1 21
T _ T _ - T _ T _ _
A—[l 0],3_[22 3},0_1_2,13_[2 2 1]



3. feladat

Egy cég harom gyaraban négyféle terméket allit el6. Az A matrix a;; eleme
jelentse az i-edik gyarban egy nap alatt elGallitott j-edik termék szamat.
A p vektor j-edik koordinataja a j-edik termék egységara.

40
60
50
20

N W Ut

Mi a jelentése a kdvetkezd szorzatoknak?

(a) Ap;
(b) Ae;, ahol e; a standard bazisvektor;

(c) 1TA, ahol 1 az az oszlopvektor, melynek minden koordinataja 1.

Hasonléan irjuk fel matrixszorzas segitségével azt a vektort, melynek koordinatai
megadjak

(d) az egyes gyarak altal termelt termékek mennyiségeit;
(e) az i-edik gyar altal gyartott termékek szamat.



3. feladat (a)

Egy cég harom gyaraban négyféle terméket allit el6. Az A matrix a;; eleme
jelentse az i-edik gyarban egy nap alatt elGallitott j-edik termék szamat. A p
vektor j-edik koordinataja a j-edik termék egységara.

o s o o
A=|2 13 0, p=|
5 6 2 4 20

Mi a jelentése az Ap szorzatnak?



3. feladat (a)

Egy cég harom gyaraban négyféle terméket allit el6. Az A matrix a;; eleme
jelentse az i-edik gyarban egy nap alatt elGallitott j-edik termék szamat. A p
vektor j-edik koordinataja a j-edik termék egységara.

o5 0
A=1(2 1 3 0f, P= 5
5 6 2 4 20
Mi a jelentése az Ap szorzatnak?
4 0 5 2 gg [450
Ap 21 30 50 290
56 2 4) | [0

Az els6 koordinata az A matrix elsé sordnak a megfelelé egységarral vett
szorzatainak Osszege, azaz az els6 gyar altal termelt érték:

4-4040-6045-50+ 2-20 = 450.
A masodik koordinata hasonld, csak a masodik gyarra vonatkozéan.

Az Ap szorzat koordinatai megadjak az egyes gyarak altal termelt értékeket.



3. feladat (b)

Egy cég harom gyaraban négyféle terméket allit el6. Az A matrix a;; eleme
jelentse az i-edik gyarban egy nap alatt elGallitott j-edik termék szamat. A p
vektor j-edik koordinataja a j-edik termék egységara.
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Mi a jelentése az Ae; szorzatnak, ahol e; a standard bazisvektor?



3. feladat (b)

Egy cég harom gyaraban négyféle terméket allit el6. Az A matrix a;; eleme
jelentse az i-edik gyarban egy nap alatt elGallitott j-edik termék szamat. A p
vektor j-edik koordinataja a j-edik termék egységara.

Vo5 0
A=12 1 3 0f, P= s
5 6 2 4 20

Mi a jelentése az Ae; szorzatnak, ahol e; a standard bazisvektor?

i = l-re: 1

4 0 5 2 0 4
Aer=2 1 3 0| =2
5 6 2 4 0 5

Ez éppen az A matrix els§ oszlopa, azaz az elsé termékbdl termelt mennyiségek
az egyes gyarakban.

Az Ae, szorzat az A matrix masodik oszlopat adja, azaz a masodik termékbél
termelt mennyiségeket.

Altalaban az Ae; megadja az i-edik termékbsl termelt mennyiségeket az egyes
gyarakban.



3. feladat (¢)

Egy cég harom gyaraban négyféle terméket allit el6. Az A matrix a;; eleme
jelentse az i-edik gyarban egy nap alatt elGallitott j-edik termék szamat. A p
vektor j-edik koordinataja a j-edik termék egységara.

oo 10
A=12 130/, p=|g
5 6 2 4 o0

Mi a jelentése az 1T A szorzatnak, ahol 1 az az oszlopvektor, melynek minden
koordinataja 1.



3. feladat (¢)

Egy cég harom gyaraban négyféle terméket allit el6. Az A matrix a;; eleme
jelentse az i-edik gyarban egy nap alatt elGallitott j-edik termék szamat. A p
vektor j-edik koordinataja a j-edik termék egységara.

o s o o
A=12 130/, p=|g
5 6 2 4 o0

Mi a jelentése az 1T A szorzatnak, ahol 1 az az oszlopvektor, melynek minden
koordinataja 1.

4.0 5 2
1"TA=[1 1 1]-{2 1 3 0| =[11 7 10 6]
56 2 4

Ez pontosan az egyes oszlopokban 4ll6 szamok 6sszege, azaz az 1" A vektor
koordinatai megadjak az egyes termékekbdl Gsszesen termelt mennyiségeket.



3. feladat (d)

Egy cég harom gyaraban négyféle terméket allit el6. Az A matrix a;; eleme
jelentse az i-edik gyarban egy nap alatt elGallitott j-edik termék szamat. A p
vektor j-edik koordinataja a j-edik termék egységara.

40 5 2 28
A=|2 13 0|, p=]|g
5 6 2 4 00

Hasonléan irjuk fel matrixszorzas segitségével azt a vektort, melynek koordinatai
megadjak az egyes gyarak altal termelt termékek mennyiségeit.



3. feladat (d)

Egy cég harom gyaraban négyféle terméket allit el6. Az A matrix a;; eleme
jelentse az i-edik gyarban egy nap alatt elGallitott j-edik termék szamat. A p
vektor j-edik koordinataja a j-edik termék egységara.

4 0 5 2 28
A=|2 13 0|, p=]|g

5 6 2 4 20
Hasonléan irjuk fel matrixszorzas segitségével azt a vektort, melynek koordinatai
megadjak az egyes gyarak altal termelt termékek mennyiségeit.

Az egyes gyarak altal termelt termékek mennyisége a sorokban all6 szamok
Osszege, melyet a (c) feladatrészhez hasonl6an megkapunk az 1 vektor
segitségével (bar itt most ez a vektor 4 dimenziés):

40521 11
Ar=1{2 1 3 of |/|=]6
56 2 4] | 17



3. feladat (e)

Egy cég harom gyaraban négyféle terméket &llit el6. Az A métrix a;; eleme
jelentse az i-edik gyarban egy nap alatt elGallitott j-edik termék szamat. A p
vektor j-edik koordinataja a j-edik termék egységara.

40 5 2 28
A=|2 13 0|, p=]|g
5 6 2 4 20

Hasonléan irjuk fel matrixszorzas segitségével azt a vektort, melynek koordinatai
megadjak az i-edik gyar altal gyartott termékek szamat.



3. feladat (e)

Egy cég harom gyaraban négyféle terméket &llit el6. Az A métrix a;; eleme
jelentse az i-edik gyarban egy nap alatt elGallitott j-edik termék szamat. A p
vektor j-edik koordinataja a j-edik termék egységara.

40 5 2 28
A=|2 13 0|, p=]|g
5 6 2 4 o0

Hasonléan irjuk fel matrixszorzas segitségével azt a vektort, melynek koordinatai
megadjak az i-edik gyar altal gyartott termékek szamat.

Az els6 gyar altal termelt termékek szama az els6 sorban van, ehhez az elT

vektorral jobbrol kell szorozni A-t:

4 0
efA=[1 0 0] |2 1
5 6

D Lo Ot

2
0f=[4 0 5 2]
4

Az i-edik gyar altal termelt termékek szamat értelemszeriien az e A szorzat
adja meg.



Boénuszfeladatok
Tekintsiik az R3 tér
a=(1,3,4), b=(272), c=(-1,21)
vektorait. Déntsiik el, hogy az x = (—3, 1, —2) vektor benne van-e a vektorok
altal generélt (a, b, c) altérben.
Igazoljuk, hogy az R* tér
M = {(zl,x2,$3,x4) e R? | x1 + 329 = bx3y — 174}
részhalmaza egy altér R*-ben. Hany dimenziés ez az altér? Adjuk meg egy

bazisat.

Hatarozzuk meg mindazon B matrixokat, amelyek az
1 2
A= le 3]

matrixszal felcserélheték (azaz AB = BA).



Hazi feladat

Egy kereskedelmi cég n féle terméket forgalmaz m boltjaban. Az A matrix a;;
eleme jelentse a j-edik termék i-edik boltban egy hénap alatt forgalmazott
mennyiségét. A p vektor p; koordinataja jeldlje az i-edik termék egységarat.
Az A matrix, a p vektor, az e; (a standard bazisvektor), valamint az 1 (az az
oszlopvektor, amelynek minden koordinataja 1) vektorok segitségével irjuk fel:

a) a havi bevételt boltonként;

(

(b) az r-edik bolt havi bevételét;
(c
(
(

az r-edik boltban a ¢-adik arubdl eladott mennyiséget;
d

e

az egy hoénap alatt eladott termékmennyiséget termékenkeént;
a havi Gsszbevételt.

)
)
)
)



Hazi feladat megoldasa

(a) A 3. feladathoz hasonléan Ap, melynek a koordinatai adjak meg az egyes
boltok bevételeit.

(b) Ha csak az r-edik bolt bevételére vagyunk kivancsiak, akkor az el6zét balrdl
meg kell szorozni az e, bazisvektor transzponaltjaval: e Ap.

(c) Ez pontosan az A matrix a,, eleme. Ezt a bazisvektorok segitségével a
kdvetkezéképpen irhatjuk fel: e, Ae,.

(d) Ezt agy kapjuk, hogy 6sszeadjuk az A matrix sorait. Ezt az 1 oszlopvektor
transzponaltjaval valé beszorzassal érjiik el: 1T A.

(e) Az el6z6 mennyiséget kell az egységarakkal beszorozni: (1T A) p, avagy a
boltonkénti havi bevételt 8sszegezni: 17 (Ap), mely két szorzat megegyezik
a matrixszorzas asszociativitasa miatt.



