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1. feladat (a)

Hatarozzuk meg az f(x,y) = 2* — 5%y — xy + 3y° — 1 fiiggvény elsérendii
parciélis derivaltjait.



1. feladat (a)

Hatarozzuk meg az f(x,y) = 2* — 5%y — xy + 3y° — 1 fiiggvény elsérendii
parciélis derivaltjait.

A parciélis derivalasnal a tobbi valtozét konstansnak tekintjiik:

fi(z,y) =32% —=5-22y —y = 32> — 10zy — y

"(z,y) = —bx? —x+3-6y° = —5x? —x +18y°
y



1. feladat (b)

Hatérozzuk meg az f(z,y) = T fliggvény els6rendii parcidlis derivaltjait.



1. feladat (b)

Hatérozzuk meg az f(z,y) = T fliggvény els6rendii parcidlis derivaltjait.
Osszetett fiiggvény, igy az egyvaltozés lancszabalyt alkalmazzuk:
[z, y) = &Y’ op — 9pe® Y

filay) = e T 3y? = 3y2en



1. feladat (c)

Hatéarozzuk meg az f(z,y,z) = ze Ytg(z) flggvény elsérendii parcialis
derivaltjait.



1. feladat (c)

Hatéarozzuk meg az f(z,y,z) = ze Ytg(z) flggvény elsérendii parcialis
derivaltjait.




2. feladat (a)

Irjuk fel a P(1,—2) pontban az f(x,y) = 2 + 3zy + y* feliilet érint&sikjat.



2. feladat (a)

Irjuk fel a P(1,—2) pontban az f(x,y) = 2 + 3zy + y* feliilet érint&sikjat.
Egy kétvaltozés f(x,y) fliggvény (xq,yo)-beli érintSsikjanak egyenlete:

z = fo(x0,90)(x — z0) + f; (20, Y0)(y — yo) + f(x0, yo)

fi(x,y) = 2x + 3y, ami a P pontban f.(1,-2)=2—-6 = —4

fy(z,y) = 3z + 2y, ami a P pontban f,(1,-2) =3 —-4= -1
F1,-2)=1-6+4=—1

Igy a P ponthoz tartozé érintésik egyenlete:

z=(-4)(z -1+ (-Dy+2) -1
dr+y+z=1



2. feladat (b)

Irjuk fel a P(—2,3) pontban az f(x,y) = xIn(x + y) feliilet érint&sikjat.



2. feladat (b)

Irjuk fel a P(—2,3) pontban az f(x,y) = xIn(x + y) feliilet érint&sikjat.

1
fi(x,y) = In(x +y) ta Y ami a P pontbanf,(-2,3) =0+ (-2)-1=-2

fo(@,y) = T " ami a P pontban f;(-2,3) = (-2)-1= -2

f(=2,3)=-2-0=0
Igy a P-beli érintésik egyenlete:

z=(-2)(z+2)+(-2)(y—3)+0
2042y +2z=2



3. feladat (a)

Szamitsuk ki az f(x,y) = 22% — 3zy + y* + 15 fiiggvény irdnymenti derivaltjat
az P(3,2) pontban és v = (2, —4) iranyban.



3. feladat (a)

Szamitsuk ki az f(x,y) = 22% — 3zy + y* + 15 fiiggvény irdnymenti derivaltjat
az P(3,2) pontban és v = (2, —4) iranyban.

El6szor kiszamoljuk a parcidlis derivaltakat és azok értékét a P(3,2) pontban:

fole,y) =4z — 3y f1(3,2) =12-6=6
fo(@,y) = =3z + 2y f1(3,2)=-9+4=-5

Igy a fiiggvény gradiense a P-ben: gradf(P) = (6,—5). A v vektor iranya:

- i ()
5 5

e =

VT V221 (42 V20

Az iranymenti derivalt értéke a gradiens és az iranyvektor skalaris szorzata:

fé(P)gradf(P)-e(6,5).( 12 ) _ 6 10 _ 16

%’,% \/5+Efﬁ%7,155



3. feladat (b)

Szamitsuk ki az f(z,y) = tg(2z + y) fliggvény iranymenti derivaltjat az
P (%, g) pontban és o = 225° iranyban.



3. feladat (b)

Szamitsuk ki az f(z,y) = tg(2z + y) fliggvény iranymenti derivaltjat az
P (%, g) pontban és o = 225° iranyban.

El6szor kiszamoljuk a parcialis derivaltakat és azok értékét a P pontban:

! = 1 / _ 2ry 1
fx(xvy)—mﬂ fo(P)=28 cos <3> =5
fylzy) = ! fi(P) =4

cos?(2x + y)

Igy a fiiggvény gradiense a P-ben: gradf(P) = (8,4). Ebben az esetben vektor
helyett szoggel van megadva az irany. Ez azt jelenti, hogy az iranyvektor ezt a
szbget zarja be az x tengellyel, azaz az iranyvektor:

1 1
e = (c0s225°,8in225°) = [ ——, ———
( ) ( V2 \/§>
Az iranymenti derivalt értéke ebben az esetben is a gradiens és az iranyvektor
skalaris szorzata:

FUP) = gradf(P) e = (5.0 (5~ ) =~ S = -2 v

__>_ 8 4 _
V2 V2, Ve V2 V2



4. feladat

3
Az f(x,y) = €2Z+1 fiiggvény grafikonjéra a (—3,1) pont félstt egy vizcseppet

ejtiink. Merre fog elindulni? Mekkora az adott pontban a maximalis meredekség?



4. feladat

3
Az f(x,y) = €2Z+1 fiiggvény grafikonjéra a (—3,1) pont félstt egy vizcseppet

ejtiink. Merre fog elindulni? Mekkora az adott pontban a maximalis meredekség?

A vizcsepp nyilvan arra fog elindulni, amerre a leginkabb lejt a feliilet, azaz
amerre a legkisebb az irdnymenti derivalt, azaz a gradienssel ellentétes iranyba.
Szamoljuk ki a gradienst! A parcialis derivaltak kiszamitasdhoz a fliggvényt
f(z,y) = y3e=2*~1 alakba irjuk.

folz,y) =ye 71 (=2)

fo(z,y) = 3yPe 27!
A P = (—3,1) pontban az értékiik: f,(P) = —2, illetve f,(P) = 3. Igy
gradf(P) = (—2,3), a csepp az ezzel ellentétes irdnyba, azaz a (2, —3) iranyba

fog elindulni. A maximalis meredekség a gradiens iranyaban van, értéke a
gradiens vektor hossza, ami

(2.3 = VP TP = VS



5. feladat

Irjuk fel az f(x,y,2) = (z + 2yz,Vx + In 2) fiiggvény (4,3,1) pontbeli
Jacobi-matrixat.



5. feladat

Irjuk fel az f(x,y,2) = (z + 2yz,Vx + In 2) fiiggvény (4,3,1) pontbeli
Jacobi-matrixat.

Az f fliggvény komponensfiiggvényei:

Hi(z,y,2) = o+ 2yz

fQ(way7Z) = \/E+1HZ
A Jacobi-matrix ezen fiiggvények parciélis derivaltjaibdl all: a sorokban a
megfel6 komponens fiiggvények parcialis derivaltjai, mig az oszlopokban a
megfelel§ valtozo szerinti parcidlis derivaltak vannak. Példaul a Jacobi-matrix

els6 soranak masodik eleme az els6 komponensfiiggvény méasodik valtozé szerinti
parcidlis derivaltja, azaz f{y(:z:,y7 z) = 2z. Igy a Jacobi-matrix a kovetkezs:

{ 1 2z Qy]
1 i
v O =
Ez a (4,3,1) pontban a kdvetkezé:

|

W= =
SN
—_
—_



6. feladat

Legyen f(x,y) = 32y, és 2(t) = sin(t), y(t) = Int. Hatarozzuk meg a
t— f(x(t),y(t)) figgvény derivaltjat a tobbvaltozés lancszabaly segitségével.



6. feladat

Legyen f(x,y) = 32y, és 2(t) = sin(t), y(t) = Int. Hatarozzuk meg a
t— f(x(t),y(t)) figgvény derivaltjat a tobbvaltozés lancszabaly segitségével.

Az f fiiggvény Jacobi-matrixa:
[6zy 327 ]
Mig a t — (x(¢),y(t)) = (sin(t),1n(t)) fliggvény (nevezziik g(t)-nek)
Jacobi-métrixa:
|:COS(t):|

1

t
Az f o g Osszetett fiiggvény derivéltja a lancszabaly szerint

(fog)(t)=f'(g(t)- g 1),
ahol a - matrixszorzast jelent. Ez az esetiinkben:
(fog)(t)=f'(g(t))-¢'(t) = [6sin(t)In(t) 3sin?(t)] - { 1

3sin?(t)
t
Az 1 x 1-es matrixot azonosithatjuk az egyetlen elemével.

= 6sin(t) In(t) cos(t) +



Bonuszfeladat

Az f(z,y) = In(zy) figgvény grafikonjanak mely pontjaban parhuzamos az
érint6sik az x + y + 2z = 1 egyenlet(i sikkal?



Hazi feladatok

1. Szamitsuk ki az f(z,y) = arctg (I> fliggvény els6rend(i parcialis
Y
derivaltjait.
2. Irjuk fel az f(x,y) =

-2
% fliggvény érintSsikjat a P(3,1) pontban.
e

3. Legyen f(z,y) = \/a? — 4y. Szamitsuk ki a P(4,3) pontban az iranymenti
derivalt minimumat és maximumat.



Hazi feladatok végeredményei

3. minimum: f\/g, maximum: v/5



