1. Regularis feliillet definicidja és megadasi modjai

A tér egy S C R3 részhalmazat reguldris feliiletnek nevezziik, ha minden p € S pontjinak van olyan
p € V C R? nyilt kérnyezete, U C R? nyilt halmaz és p: U — V NS differencidlhaté homeomorfizmus,
mely immerzi6 (azaz minden ¢ € U-ra a dg,: R? — R3 derivalt leképezés injektiv).

Ekkor a ¢ leképezést paraméterezésnek, a V NS halmazt koordindtakérnyezetnek mondjuk.

A gorbékkel ellentétben itt csak az S C R? részhalmaz ,,szamit” (amihez megkdveteljilk a ¢ pa-
raméterezés létezését), azaz nem kiilonboztetjiikk meg a kiilonb6z6 mdédon paraméterezett feliileteket.

Nem koveteljiik meg, hogy a feliilet Osszefliggd legyen, azt viszont igen, hogy a feliilet ne ,,messe”
onmagat.

Egy S C R? reguléris feliilet ¢: U — S paraméterezéshez tartozé wu-paramétervonaldnak nevezziik
rogzitett ug-ra a v — p(ug,v) gorbét (mely az S felileten fut). Hasonléan definidljuk a v-paraméter-
vonalakat.

Meggondolhatd, hogy ¢ pontosan akkor immerzié, ha a feliilet barmely pontjan athaladé két pa-
ramétervonal érint6i linedrisan fiiggetlenek.

Egyszertibb esetben a feliiletet megadhatjuk egyetlen ¢ paraméterezéssel, ezt nevezziik Gauss-féle
megadasnak.

1. allitas (Euler—Monge-féle vagy explicit megadas). Legyen U C R? nyilt halmaz, és g: U —
R differencidlhato fligguény rajta. Ekkor az

S = graf, = {(u,v,9(u,v)) | (u,v) € U} CR?
fligguénygrafikon eqy requldris felilet.

Bizonyitasvazlat. Paraméterezhetiink a ¢(u,v) = (u, v, g(u,v)) fliggvénnyel, amirél meggondolhatd,
hogy teljesiti a kévetelményeket. (I

2. allitas (implicit megadas). Legyen V C R3 nyilt halmaz, és f: V — R egy differencidlhato
fiigguény rajta. Tegyik fel, hogy az a valds szam requldris értéke az f figgvénynek (azaz, ha f(z,y,z) =
a, akkor az (x,y, z) pontban nem tinik el az f dsszes parcidlis derivdltja). Ekkor az

U a) ={(z,y.2) eV | f(a,y,2) = a} C R
requldris felilet.

Bizonyitasvazlat. A p = (zo, 0, 20) pont kornyezetében a kovetkezé médon paraméterezhetiink.
Mivel az a regularis érték, igy nem tiinik el az Osszes parcidlis derivalt, feltehetd, hogy f.(p) #
0 a p egy U kornyezetében. Definidljuk az F: U — R3 fiiggvényt az F(x,y,2) = (z,v, f(z,y, 2))
formulaval. Ekkor az F' fiiggvény Jacobi-determinansa nem nulla, igy az inverz fiiggvény tétel szerint
létezik az F~1: W — U differencialhaté inverze. Ez a fiiggvény F~1(x,y,2) = (z,v, g(z,y, 2)) alaki
valamilyen g: W — R differencidlhaté fiiggvénnyel. Legyen h(x,y) = g(x,y, a). Ekkor a feliilet a p egy
kornyezetében a h differencialhaté fliggvény grafikonja, és igy az 1. allitas szerint reguldris feliilet. [J

A kovetkezd allitds mutatja, hogy lokalisan minden feliilet paraméterezhetd expliciten.

3. allitds. Az S C R3 reguldris feliilet barmely p € S régzitett pontjdnak van olyan p € V C S
kérnyezete a felileten, hogy V egy z = f(x,y), y = g(x, z) vagy x = h(y, z) figgvény grafikonja.

Bizonyitasvazlat. Jelolje ¢ = (¢1, 92, ¢3) a p kdrnyezetében a paraméterezést. Definicid szerint ¢
immerzié, azaz a dy, rangja 2. Emiatt van két linedrian fiiggetlen sora, feltehetjiik, hogy az elsé kettd.
Tekintsiik a 7: R? — R? 7(z,y, 2) = (,y) projekciét és az F' = wo ¢ leképezést. A feltevésiink szerint
F Jacobi-métrixdnak rangja 2, igy az inverz fiiggvény tétele szerint a 7(p) egy kornyezetében létezik
az F fiiggvény differencidlhaté inverze. Ekkor p kornyezetében a feliilet a @3 o F~! differencidlhaté
fliggvény grafikonja. O



A feliileten adott fliggvény differencialhatdsdganak definidlasdhoz sziikségiink van a kovetkez allitdsra.

4. allitas. Legyen S C R? reguldris feliilet, melynek a @1: Uy — S, @9: Uy — S paraméterezésére a
W = @(Uy) N p(Usz) halmaz nem dres. Ekkor a

n=y o1 o (W) = 3 (W)

koordindta-transzformdcio diffeomorfizmus.

Egy S C R? regularis feliilet V C S részhalmazén értelmezett F': V — R fiiggvényt differencidlhatonak
mondjuk, ha minden p € V ponthoz van olyan ¢: U — S paraméterezés (p € ¢(U)), hogy az
Fop: U — R fiiggvény differencidlhaté ¢~ (p)-ben. A 4. 4llitds mutatja, hogy ha egy paraméterezésre
differencialhaté a leképezés, akkor a tobbire is.

Hasonléan definidlhatjuk az Sp, .S reguléris feliiletek kozotti F': .Sp — So leképezés differencidlhato-
sagat is. Ennek segitségével két regularis feliiletet diffeomorfnak neveziink, ha van koztiik oda-vissza
differencialhaté bijektiv leképezés.

2. Erintdsik

A regularis feliilet definiciéjanal kikotottiik, hogy a ¢ paraméterezés immerzié legyen. Ez garantélja,
hogy a feliilet minden pontjaban definidlhaté egy egyértelmi érintosik.

Egy S reguldris felillet egy p € S pontjan at tekintsiink egy olyan a: (—¢,e) — S differencidlhat6
gorbét, melyre a(0) = p. Ekkor az o/(0) € R? vektort p-beli érintévektornak nevezziik (a/(0) = 0-t is
megengedve).

5. allitas. Ha egy S requldris feliletet a p: U — S paraméterezéssel paraméterezhetiink (U C R?),
akkor ¢ € U pontra a dpy(R?) C R? képtér pontosan a ¢(q)-beli érintévektorok halmaza (dg, jeldli a
@ leképezés q-beli Jacobi-mdtriza dltal meghatdrozott transzformdcidt).

Bizonyitasvazlat. Tegyiik fel, hogy adott az o/(0) érint&vektor, ahol a: (—e,e) — p(U) C S és
a(0) = ¢(q). Tekintsikk a B = ¢~ oa: (—e,e) — U gorbét. Ekkor dy,(8(0)) = o/(0). Forditva, ha
adott a dy,(v) vektor (v € R?), akkor az a(t) = (g + tv) gérbére o/ (0) = dp,(v). O

Az 5. allitds mutatja, hogy a dgoq(R2) fliggetlen a ¢ paraméterezés valasztasatol. fgy azt is latjuk, hogy
egy p € S pontbeli érintovektorok egy sikon fekszenek, ezt nevezziik a p-beli érintdsiknak, melyre a
T,S jelolést hasznéljuk. Kénnyen meggondolhatd, hogy egy adott ¢: U — S paraméterezésnél minden
q € U pontra a TS érintésikban a ¢, (q), vu(q) érintévektorok bézist alkotnak.

6. allitas. Tegyiik fel, hogy az f: V — R differencidlhato fiiggvénynek (V. C R3 nyilt) az a € R
requldris értéke. Ekkor az f(x,y,z) = a dltal definidlt requldris felilet egqy (xo,yo,z0) pontjaban az
érintosik egyenlete

fz(x0, 0, 20)(x — x0) + fy(z0, Y0, 20)(y — yo) + f=(0, Y0, 20)(2 — 20) = 0.

Bizonyitasvazlat. Mivel egy ¢ — (x(t),y(t), z(t)) felileti gérbe mentén az f fliggvény azonosan 0,
derivéalassal azt kapjuk, hogy az (fz(zo, Yo, 20), fy(x0, Y0, 20), f-(0, Y0, 20)) gradiens vektor merdleges
az 0sszes (xo, Yo, 20)-beli érintévektorra, igy ez az érintésik normalvektora. O

Az érintésikok segitségével definidlhatjuk két metsz6 reguléris feliilet szogét a metszéspontban az ottani
érint8sikok szogeként (melyet a normalvektorok szoge segitségével szamolhatunk).

Regularis feliiletek kozotti differencialhatoé leképezés az érint6sikok kozott is indukdl egy leképezést:



7. allitas. Legyen F': S1 — So két requldris felilet kézotti differencidlhato leképezés. Ekkor egy tetszd-
leges a: (—e,e) — S1 gorbéhez (melyre o(0) = p) tekintsik az F dltali képét, a f = Foa: (—e,e) — S
gorbét. Ekkor a

de: Tpsl — TF(p)SQ Oé/(()) — B/(O)

leképezés jol definidlt és linedris.

A 7. allitdsban szereplé dF), leképezést nevezziik az F' differencidljdnak.
Ha F: 51 — S5 olyan leképezés, hogy minden p € Si-hez létezik olyan p € V C 51 kornyezet, hogy

F|,, diffeomorfizmus V' és F (V') kozott, akkor az F' leképezést lokdlis diffeomorfizmusnak nevezziik.

8. allitas. Ha F': S1 — So reguldris felilletek kozotti olyan leképezés, hogy minden p € Si-re dF),
izomorfizmus, akkor F' lokdlis diffeomorfizmus.

3. Az els6 alapforma

Az S C R? reguldris feliilet 7,5 érintésikjan az R? skaldris szorzdsa ad egy (-, -),, skaldris szorzdst. Ezzel
megadhatunk egy I,(w) = (w, w), kvadratikus format 7),S-en, melyet a feliilet elsé alapformdjdnak ne-
veziink. Linedris algebrabol ismert tény, hogy ez a kvadratikus forma meghatarozza a skalaris szorzast
az érintésikon. Ennek segitségével tudunk ,,mérni” a feliileten: kiszdmolhatjuk gérbék hosszat, szogét,
és felszint is szamolhatunk anélkiil, hogy hasznalndnk a bennfoglalé R? struktirdjat.

Tegytik fel, hogy az S reguléris feliileten adott egy w € T},S érintévektor. Ehhez definicié szerint van
egy olyan a: (—e,e) — S gorbe, melyre «(0) = p és o/(0) = w. Vialasszunk a p koriil egy p: U — S
paraméterezést, melyrél tegyiik fel, hogy im(a) C ¢(U) (szitkség esetén csokkenteni kell az e-t). Ekkor
az o gorbét felirhatjuk a(t) = p(u(t),v(t)) alakban. Az ug = u(0) és a vg = v(0) jelolésekkel

L(w)=1,(a/(0)) = (/(0),&'(0)), =
= (¢u(uo, v0)u' (0) + @u(uo, v0)v'(0), pu(uo, vo)u'(0) + ¢y (uo, v0)v'(0)), =
= (u(u0, v0), Pu(uo, 10))pu/(0)% + 2(0u (1o, v0), Yu (o, 10))pu/(0)0/(0) + (120 (o, v0), Yo (o, v0))pv/(0)%.

Bevezetve az

jeloléseket
Iy(w) = E(uo, v0)(u'(0))* + 2F (ug, vo)u' (0)v'(0) + G(ug, v0) (v/(0))*.
Az E F,G: U — R fiiggvényeket nevezziik a feliilet elsd alapmennyiségeinek.
Konnyen kapjuk, hogy
E(u,v)G (u,v) = F(u,0)? = [[u(u, v) x @y (u, v)[|* > 0
mert linearisan fliggetlenek.

Egy c¢: I — S gorbe ivhossza:

:/IHC'(t)H dt:/l\/mdt

Ha a gorbe c(t) = p(u(t),v(t)) alaku, akkor

/ VE(u( (W (t))? 4+ 2F (u(t), v(t))u' (t)v'(t) + G(u(t), v(t))(v'(t))? dt.



Két wy,we € T),S érintévektor 0 szogét a skaldris szorzdsbol szdmolhatjuk:

<U)1, w2>p

cosf) = ———————.
[willpllwellp

F(u,v)

E(u,v)G(u,v) ) SZégben

Példaul a ¢ paraméterezésnél a p(u,v) pontban a paramétervonalak arccos (

metszik egymast.

4. Felszin

Ha adott egy S C R? reguldris feliilet ¢: U — S paraméterezése, akkor egy T' C U nyilt halmaz o(T')
képének felszinét az

:/ H‘Pu(uav)X‘Pv(U,U)HdUdUZ/ \/ﬂdudv
T T

formulaval definialjuk.

9. Allitas. A felszin nem fiigg a ¢ paraméterezés valasztdsatol.

Bizonyitasvazlat. Tegyiik fel, hogy van egy masik @: U—S paraméterezésiink, ahol a T c U hal-
maznak ugyanaz a képe a feliileten: p(T") = &(CZN“ ). Vizsgaljuk meg, hogy ekkor mit kapunk a felszinre.
A 5! o ¢ koordinéta-transzformaciét n = (n',n?)-vel jeldlve, a o(u,v) = @ o n(u,v) Osszefiiggést fel-
hasznélva kiszamolhatjuk a parcialis derivaltakat az @ = n'(u,v) és a © = n?(u, v) helyen vett parciélis
derivaltak segitségével:

Ekkor

(Pu(uﬂ U) X (Pv(u, U) = ([ﬁﬂ(ﬁv 6)”&(“? U) + &fl(f% 77)”3(“? U)) X (&ﬁ(a7 77)77111 (u7 1)) + &’5(&7 17)7712)(u7 U) =
= (@al@, 0) x @5(i, ) (g (u, 0)0; (u, v)) + (93(@, ) X @a(@,0)) (0 (u, )0y (u, ) =
= (@al@, 0) x @5(a, 0)) (1, (w, )75 (u, 0) = 03 (u, 0}y (w,0)) =
= ((;Zﬁ(ﬂv 77) X 9517 (ﬂ )) det dn(u v)*

fgy a @(T) felszine az integraltranszformacios tételt haszndlva:

A1) / Joulu. o) x (s )] dudo = / a0, 0)) % Bl )] | det di | dudo =
/ |a(i ) x ol )| dids = AG(T)),
ami mutatja, hogy jol definidlt a felszin, nem fiigg a valasztott paraméterezéstil. O

5. Iranyithatosag

Egy regularis feliiletet irdnyithatonak neveziink, ha megadhatok hozza olyan paraméterezések, hogy
ha egy pont két koordinatakornyezettel is le van fedve, akkor a koordindta-transzformécié Jacobi-
determindnsa pozitiv. Ha nem adhaté meg, akkor nem irdnyithatonak nevezzik a feliletet (ilyen
példdul a Mobius-szalag).



Egy regularis feliilet egy V' C S részhalmazan egységnormidlis mezén olyan N: V — R? leképezést
értiink, melyre minden p € V pontra az N(p) az S normélis egységvektora (azaz mer6leges T),S-re és
egységhosszi).

10. allitas. Egy regularis feliilet pontosan akkor irdnyithato, ha létezik rajta differencidlhato egység-
normdlis mezd.

_ oulwn)xgu (u)
T (w,0) oo (,0)]

Bizonyitasvazlat. Ha irdnyithat6 a feliilet, akkor az N(p(u,v)) vektormezd jol

definidlt és megfeleld (normélis, egységhosszu és differencidlhatd).

Ha 1étezik az N egységnormadlis mezo, akkor rogzitett ¢ paraméterezésre az

_ u, v Pu(u, v) X @y (u, v)
flu,v) = <N(SO( ), H‘Pu(u’ V) X oy (u, ’U)‘>

fiiggvény folytonos, és 1 abszolut értékii, azaz vagy azonosan 1, vagy azonosan —1. Utobbi esetben
forditsuk meg a ¢ paraméterezés iranyitdsat (példaul az u — —u transzforméciéval). Az igy kapott
paraméterezéseknél az attérés Jacobi-determindnsa pozitiv lesz az (1) egyenlet szerint, azaz iranyithaté
a feliilet. m

11. allitas. Tegyiik fel, hogy az f: V — R differencidlhaté fiigguénynek (V. C R?® nyilt) az a € R
requldris értéke. Fkkor az f(x,y,z) = a dltal definidlt reqularis feliilet irdnyithatd.

Bizonyitasvazlat. A 6. allitds bizonyitdsdnal lattuk, hogy az (fs, fy, f-) gradiens vektor nemnulla
normalvektor a feliileten, amit lenormélva kapunk egy differencidlhaté egységnormalis mez6t. Ekkor
a 10. allitas szerint irdnyithato a feliilet. (]

Végil megemlitiink két tételt az iranyithatosidggal kapcsolatban bizonyitas nélkiil.

1. tétel. Ha S irdnyithato requldris felilet, akkor megadhatd implicit mdodon.

2. tétel. Minden kompakt reguldris felilet irdnyithato.

6. Feliiletek belso geometriaja

Izometrianak altalaban tavolsagtartd leképezéseket szoktunk nevezni. Reguldris feliiletek esetében
olyan F': S; — Sy diffeomorfizmust neveziink izometridnak, melynek derivalt leképezése megérzi az
érint6sik skaldris szorzésat, azaz minden p € S pontra és wi,ws € 1,57 érintévektorokra fennall, hogy
(w1, wa)p = (dFp(w1),dFy(w2)) pp)- Ekkor a regularis feliileteket izometrikusnak nevezziik. A skaldris
szorzas helyett elegend6 lenne hasonlot feltenni az els6 alapformardl, hiszen mar az is meghatarozza a
skalaris szorzast.

A lokdlis izometria definidldasdnal csak azt koveteljiik meg, hogy minden p € S; pontnak legyen olyan
V C Sy kornyezete, amihez van olyan F': V — Sy leképezés, mely izometria V és F(V') kozott. Ekkor
az S1, 59 regularis feliileteket lokalisan izometrikusnak nevezziik.

12. allitas. Ha az S1,S5% requldris feliletek o1: U — S1, wa: U — Sy paraméterezéseire az elsd
alapmennyiségek megegyeznek (azaz minden (u,v) € U-ra Ei(u,v) = Es(u,v), Fi(u,v) = Fs(u,v),
G1(u,v) = Ga(u,v) teljesiil), akkor a ® = @30 ;' : 1(U) — @a(U) leképezés lokdlis izometria.

Bizonyitasvazlat. Az els6 alapformat (és igy a skaldris szorzast) az els6 alapmennyiségek meg-
hatarozzak. O



Egy S regularis feliileten beliil is mérhetiink tavolsdgot, a p,q € S pontok belsé tdvolsdgdt az Gket
Osszekotd gorbék ivhosszanak infimumaként definidljuk.

Két reguléris feliilet kozotti F': S — Sy diffeomorf leképezést konformnak neveziink, ha a derivéltja
a skaldris szorzdst egy (ponttdl fiiggd) skalarszorosba visz, azaz van olyan \: S; — R fliggvény, hogy
minden p € S1 pontra és wy,ws € 1,57 érintévektorra

(dEp(w1), dFp(w2)) ppy = A (p) (w1, wa) .
Ekkor a feliileteket konformnak mondjuk.

A lokalis konformitast hasonléan definidlhatjuk. Ez ekvivalens a szogtartassal.

3. tétel. Bdarmely két requldris felilet lokdlisan konform.

7. Weingarten-leképezés

Ebben a fejezetben feltessziik, hogy az S regularis feliiletiink irdnyithatd, azaz van rajta egy differen-
cidlhaté N: S — R3 egységnormalis mez8. Mivel az N(p) egységnyi hosszi (p € S), igy valéjdban N
az

S? = {(z,y,2) [® + > +2° =1}
gombfeliiletre képez. Ezt az N': S — S? leképezést Gauss-leképezésnek nevezziik.

Mivel az S? egy regularis feliilet, igy tekinthetjiik az N derivélt leképezését a p pontban: dA,,: T),S —
T N(p)SQ. Mivel T,,S és T, N(p)SQ parhuzamosak, igy azonosithatjuk Sket, és ezzel dN,: T,,S — T,S.
Ennek a leképezésnek a —dN, ellentettjét Weingarten-leképezésnek vagy alakoperdtornak nevezzik.

13. allitas. A Weingarten-leképezés onadjungdlt linedris leképezés.

Bizonyitasvazlat. A 7. éllitas adja a linearitdst, és igy az onadjungdltsagot elegendd egy bézisra
ellendrizni. Ha a {¢y, ¢y} bézisban ellendrizziik, akkor az N(u,v) = N (¢(u,v)) jeloléssel dN,(py) =
N, és dN,(p,) = N,. Tehdt az (Ny, p,) = (Ny, @,) egyenldséget kell belatni, ami az (N, ¢,) =
(N, py) = 0 egyenldségek u és v szerinti parcidlis derivalasabdl és a Young-tételbdl (puy = )
kovetkezik. (Il

A (—dN,(v), v), egy kvadratikus forma, ezt nevezziik a felillet mdsodik alapformdjanak:
I, T,S —» R

1L, (v) = (=dNjp(v), v)p.

Egy c: (—e,e) — S feliileti gorbére legyen ¢(0) = p, ekkor a k, = x(0)(n(0), N (p)) szémot a ¢ gorbe
p-beli normadlgorbiletének nevezziik (ahol n(0), x(0) a fénormalis vektora, illetve a gorbiilete a p-ben).
Az (n(0), N (p)) skaldrszorzat a kétféle normalvektor dltal bezart 6 szog koszinuszét adja meg (mivel
egységhosszuak).

14. allitas (Meusnier). Az S reguldris felilet eqy p € S pontjan dthaladd, azonos p-beli érintd-
vektorral rendelkezd feliileti gorbéknek azonos a normdlgorbilete a p pontban.

Bizonyitasvazlat. Tekintsiink egy c: (—e,e) — S természetes paraméterezésti gorbét. Ekkor az
N(t) = N(c(t)) jeloléssel az (N(t),d (t)) = 0 Osszefiiggés t szerinti derivaltjat felhaszndlva

kn('(0)) = (N(0), £(0)n(0)) = (N(0), " (0)) = (=N'(0), ¢'(0)) = (=dN}(c'(0)), ¢'(0)) = TI(c(0)),

amirol tudjuk, hogy nem fiigg a ¢ gorbe valasztasatol. O



A 13. 4llitas szerint a Weingarten-leképezés matrixa szimmetrikus, igy a f6tengelytétel szerint van
olyan {ej, ez} ortonormélt bazis, melyre

—d./\/p(el) = klel,
—de<€2) = k2€2.

A k1 > ko egyenlStlenséget feltéve a masodik alapforma maximuma ki, minimuma ks a 7,5 érintdsik
egységkorén. Ezen sajatértékekeket /széls6értékeket fogorbileteknek, a hozzajuk tartozé irdnyokat f6-
iranyoknak nevezziik (melyek merélegesek egymaésra).

A f6gorbiiletek segitségével kiszamolhatjuk a normalgorbiiletet tetszoleges irdnyban. Egy egységhosszi
v € T,S érintévektort felirhatunk v = e cos@ + ey sinf alakban, és ekkor az irdnydban a normadl-
gorbiilet:

kn(v) = ITy(v) = (—dN,(v),v) = ky cos® @ + kg sin® 6.

Ezt a kifejezést nevezziilk Euler-formuldnak.

A —dN,, Weingarten-leképezés K = kiko determindnsit Gauss- vagy szorzatgorbiletnek, a H = ki + ko
nyomdat Minkowski- vagy dsszeggorbiiletnek nevezziik (néha ennek a felét).

Egy reguldris feliilet p pontjét elliptikusnak neveziink, ha det(dN,) pozitiv, mig hiperbolikusnak, ha
negativ. Ha det(dN,) = 0, akkor a pont parabolikus (ha dN,, # 0), illetve plandris (ha dA, = 0). Ha
a feliilet egy pontjdban a fégorbiiletek egyenléek (k; = k), akkor umbilikus pontrél beszéliink.

A feliilet egy rogzitett p € S pontjaban a Dupin-féle indikdtriz azon w € T,S érintévektorokbdl all,
melyekre II,(w) = £1. Ha a f6iranyokbdl all6 {e1, ea} bazisban a w koordinatéi &, n, akkor a w = pv
altal definialt egységhosszu v vektor és az Euler-formula segitségével:

+1 = II(w) = p*IT,(v) = k162 + kon*.

8. Lokalis szamolas egy koordinatakornyezeten

Egy S regularis feliileten rogzitsiink egy ¢: U — S paraméterezést, és definidljuk az N differencidlhaté
egységnormadlis mezdt az N o p = |I£Z§Z§ZII formuldval. Tovdbbd rogzitsiink egy (ug,vg) € U pontot,
melynek képe p = ¢(ug,vg). Ha kiilon nem jeldljik, akkor a tovdbbiakban a fiiggvényeket az (uq,vo)

pontban értékeljiik ki.

Tekintsiink egy a(t) = @(u(t),v(t)) gorbét, melyre a(0) = p. Az ennek megfelel6 w = o/(0) =
0yt (0)+¢,v'(0) € T,S érintévektorra a Gauss-leképezés derivéltja az N(u, v) = N (¢(u, v)) jeloléssel:

ANy () = SN(u(t), o) =N+ N0),

ahol az N, N, € T,,S érintévektorokat felirhatjuk a {¢,, ¢, } béazisban:

N, =Njp, +Nip, N, =Ny, +Nyg,

A mésodik alapforma a w = o/(0) vektoron:
1 (w) = (=dNp(w), w) = _<NU=‘PU>(UI(0))2_<NU7¢v>u/(0)v/(0)_<va(PU>U/(0)U/(O)_<NU7¢v>(vl(0))2'
Az (N, ¢,) = (N, p,) = 0 egyenldségek parcidlis derivaltjait felhaszndlva, bevezethetjiik az

L = —(Ny, pu) = (N, puu)
M = —(Ny, ¢,) = (N, oup) = —(Ny, 0u)
N = —(Ny, py) = (N, o)



mdsodik alapmennyiségeket. Ekkor a méasodik alapforma:
II,(w) = L(u/(0))% + 2Mu' (0)v'(0) + N(v/(0))*.

Konnyen meggondolhatd, hogy

(L M\ _ (N: Ny E F
M N )~ N NY F G )’

amibél felirhatjuk a —dN, Weingarten-leképezés matrixat a {¢y, ¢, } bzisban:

(N: N\ (L M\(E F\' 1 L M G -F
Ny N )\ M N F G  EG-F2\ M N -F E )

Ennek a determindnsa és nyoma adja meg a szorzat- és 0sszeggorbiiletet:

LN — M?

K= NUNS - NYNY = =
LG —2MF + NE

H=—(N'+NY) = —

15. allitas. Ha a p eqgy elliptikus pont, akkor létezik olyan V' kérnyezete a feliileten, hogy a V. minden
pontja a T,S érintdsik ugyanazon oldalan van. Ha a p hiperbolikus pont, akkor p minden kornyeztének
a T,S érintdsik mindkét oldaldn van pontja.

Bizonyitasvazlat. Tegyiik fel, hogy ¢(0,0) = p, és a ¢ leképezésre alkalmazzuk a mdsodrendii
Taylor-formulat:

1 1
o(u,v) = ©(0,0) + pu(0,0)u 4+ ¢, (0,0)v + iwuu(o, 0)u2 + Pu(0,0)uv + 5801;@(0, O)v2 + R(u,v),

ahol limy, ) (0,0) 52(1;]2) = 0. A feliilet egy ¢(u,v) pontjanak a T,S érintésiktdl vald d(u,v) el8jeles

tavolsagat az N = N (p) normalvektor segitségével frhatjuk fel:
1 1
d(u) U) = <30(u7 U) - 90(07 0)’ N> = §L(07 0)U2 + M(Oa O)UU + §N(07 0)U2 + <R(U, U)a N>7

tehdt a tdvolsag eléjelét a masodik alapforma hatdrozza meg (a maradéktag elegendéen kozel mar nem
befolyésolja az el6jelet), amibél konnyen kapjuk a bizonyitandé allitast. O

9. Gauss és Bonnet tétele

Tekintsiink egy S iranyithato regularis feliiletet, és annak egy ¢: U — S paraméterezését. Minden
©(u,v) pontban ((u,v) € U) az R? tér egy bézisit adja a ¢, (u,v), @u(u,v), N(u,v) vektorhdrmas.

Igy a ¢ méasodik derivéltjait fel tudjuk frni a kovetkezd alakban az (u,v) € U pontban (tovdbbiakban
ezt nem irjuk ki):

Puu = Th1ou + Tip0 + LN,

uv = Digpu + Iaps + MN,

You = T510u + T30, + MN,

Yov = Thopu + T390y + NN.

A Ffj egyutthatékat Christoffel-szimbdolumoknak nevezzik. A pu, = Yy egyenloségbol kovetkezik,
hogy Ti, = I'}; és I'?, = T'3,. Tovdbbi szamoldsokkal kapjuk, hogy a Christoffel-szimbélumokat az
els6 alapmennyiségek meghatarozzdk. Ebbdl kivetkezik, hogy a Christoffel-szimbdlumokkal kifejezhetd
mennyiségek invaridnsak az izometridkkal szemben. Ennek egy alkalmazasa a kovetkezo tétel.



4. tétel (Theorema Egregium). Feliletek Gauss-gorbilete izometridval szemben invaridans.

Bizonyitasvazlat. Kiszamolhaté a kévetkezd, Gauss-formuldnak nevezett Gsszefiiggés:
(Ffz)u - (F%I)U + T3 + [5.I%, — T3 TSy — I T']) = —EK. U
Tovabbi osszefiiggéseket adnak a Mainardi—Codazzi-egyenletek:
Ly — M, = LT}y + M(T'}, — T'j;) — NTf;,
M, — Ny, = L35 + M (T3, —T15) — NT'%,.

A Gauss-formulat és a Mainardi—-Codazzi-egyenleteket nevezziik kompatibilitdsi egyenleteknek.

5. tétel (Bonnet). Ha adottak az E,F,G,L,M,N: U — R differencidlhaté fiigguények eqy U C R?
nyilt halmazon, melyekre E > 0, G > 0, és EG — F? > 0, tovdbbd ezen fiiggvények kielégitik a
kompatibilitdsi egyenleteket, akkor minden q € U pontnak létezik olyan V C U kiornyezete és ¢: V —
R3 leképezés, hogy a ¢(V') requldris feliilet, melynek a ¢ paraméterezése, és az E, F,G az elsé, mig az
L,M,N figgvények a mdsodik alapmennyiségei. Tovdbbd, ha az U osszefiiggd, akkor ¢ egybevigdsdgi
transzformdcio erejéig egyértelmd.

10. Parhuzamos eltolas és geodetikusok

Az S reguléris feliileten egy vektormezd a feliilet minden p pontjahoz egy X (p) € T,S érintévektort
rendel. Egy vektormezo6 differencialhatésagat a paraméterezés segitségével definidlhatjuk.

Ha az S reguldris feliileten adott egy X vektormezd, és egy w € T),S érintévektor, melyhez tartozoé
a: (—e,e) = S gorbe ((0) = p, &/ (0) = w), legyen w(t) = X (a(t)). Ekkor a w’(0) vektor T),S-re vald
vetiiletét az X vektormezé w-re vonatkozé kovaridns derivdltjdnak nevezzik. Jelolése: Dy, X (p).

Tekintsiik a p pont kornyezetének egy ¢ paraméterezését. Legyen a(t) = ¢(u(t),v(t)), és

w(t) = a(t)pu(u(t),v(t)) + b(t)pu(u(t), v(t)).

Ezt derivélva

w'(t) = ' (t)pu(u(t), v(t) + a(t)(Puutt (t) + puot’(t)) + V() o (u(t), v(t)) + b(t) (Loutt/(t) + @uut’ (2)).
Ebbdl a kovaridans derivalt
DX (p) = (a'(0) + Ty a(0)e(0) + Tha(0)0/(0) + Thb(0)u (0) + Dhyb(0)0/(0))p +
+(V'(0) + TT1a(0)u'(0) + T'15a(0)v'(0) + Iyb(0)u’ (0) + I35(0)v"(0)) .
A kovaridns derivalds tehdt csak a w érinté vektortdl flige, az « reprezentdlé gorbétél nem fiigg.
Tovabba azt is latjuk, hogy a kovarians derivalas csak a bels6 geometriatdl fligg.

Egy c: I — S gorbe menti vektormezd a gorbe minden c(t) pontjahoz egy w(t) € TS érintévektort
rendel. A gérbe menti vektormezoket a fentiek szerint tudjuk kovariansan derivalni a gorbe iranyaban,
ezt Dw/dt-vel jeldljik. Egy ¢ gorbe menti w vektormezé pdrhuzamos, ha a kovarians derivéltja azo-
nosan 0. Példaul egy gomb fokoreinek érintovektorai.

16. allitas. Legyen v, w két pdrhuzamos vektormezd egy ¢ gorbe mentén. Ekkor (v(t),w(t)) dllandd.
Specidlisan a hosszuk €s a szdgiik is.

Bizonyitasvazlat. Mivel parhuzamos vektormezdk, igy derivaltjuk merdleges az érintésikra, igy
(V' (t),w(t)) és (v(t),w'(t)) = 0. Ezért

azaz (v(t),w(t)) valéban &llandé. O



17. allitas. Legyen c egy gorbe az S reguldris felileten, és legyen w € T,)S. Ekkor egyértelmien
létezik egy w(t) ¢ gorbe menti pdrhuzamos vektormezd, melyre w(ty) = w.

A w vektor pdrhuzamos eltoltja a ¢ gorbe mentén a t1 pontba a fenti &llitas szerinti w(t;) érint6 vektor.
A 16. allitds szerint a parhuzamos eltolds izomorfizmus az érintésikok kozott.

Egy c gorbét geodetikusnak nevezink, ha a ¢’ érintévektora mint ¢ gorbe menti vektormez6 parhuzamos.
Példaul egy gomb fokorei, vagy a sik egyenesei.

Legyen w egy ¢ gorbe menti vektormez6 egy iranyithaté S reguldris feliileten (melynek normalvektora
N: S — R3), tovabba tegyiik fel, hogy w értéke mindeniitt egységvektor, és igy w'(t) L w(t). Ekkor a

Duw/dt = A(N(c(t)) x w(t))

kifejezésben szereplé A szam az algebrai értéke a w kovarians derivéltjdnak a ¢ pontban, amit [Dw/d¢]
szimbdlummal jeloliink. Ez természetesen fiigg az S feliilet iranyitasatol (a normélvektor vélasztdsatol).
Koénnyen meggondolhaté, hogy

[Dw/dt] = (w'(t), N(c(t)) x w(t)).

Az S iranyitott feliileten fekvé c természetes paraméterezésii gorbe kovaridns derivaltjanak k, =
[Dc/(t)/dt] algebrai értékét geodetikus gorbiiletnek nevezziik. Meggondolhatd, hogy k2 = kg + k2.

11. Gauss—Bonnet-tétel

Legyen c: [0,1] — S egy egyszeri, zart, folytonos, darabonként reguléris gorbe. Az utébbi tulajdonsag
alatt azt értjiik, hogy a [0,!] intervallumnak van olyan 0 = to < t; < --- < t = [ felosztésa,
hogy ¢ reguldris gorbe a [t;, ;1] intervallumokra megszoritva. A c(t;) pontokat csicsnak nevezziik. A
cstcsokban értelmezziik a 0 kilsd szdget a kovetkezé médon. Legyen |6] a ¢/ (t; —0) és a ¢/ (t; +0) szoge,
az elbjelet a det(c/(t; — 0),c (t; + 0), N(c(t;))) hatdrozza meg. Ha |0] = 7, akkor elegendd kicsi e-ra
a det(d(t; —e),d (t; +€), N(c(t;))) elsjel mar &llandd, ez lesz a megfeleld elbjel. Az ay: [ti, tig1] = R
fliggvény a t pontban a ¢, és /(t) szogét adja meg.

18. allitas. i

k
Z(Ci(ti—‘rl) —ci(ti)) + Z@' = 327,
=0

1=0

ahol az eldjel a ¢ irdnyitdsdatdl fiigg.
Egy R C S zart részhalmazt egyszeri tartomdnynak neveziink, ha homeomorf a korlappal, és a hatara

egy egyszerl, zart, folytonos, darabonként regularis ¢ gorbe képe. Azt mondjuk, hogy a ¢ pozitivan
irdnyitott, ha a ¢ gorbén koriiljarva az R halmaz , balra esik”.

Ha ¢: U — S egy paraméterezés, akkor az f: R — R fiiggvényt (R C ¢(U)) a kovetkezd§ formula
segitségével tudjuk integralni

[ rtetmoliedu) x oo o) dude,
e HR)

A 9. éllitashoz hasonléan meggondolhatd, hogy ennek az integralnak az értéke nem fiigg a ¢ pa-
raméterezés valasztdsatol, ezért ezt [ [, f do-val fogjuk jeldlni. Az integrél definicidjat kiterjeszthetjiik
olyan tartomanyokra is, melyek nem fedhetok le egyetlen koordinatakoérnyezettel.

6. tétel (Lokalis Gauss—Bonnet-tétel). Legyen R C S egy egyszertd tartomdny, melynek hatdra
az egyszert, zdrt, folytonos, darabonként requldris ¢ gorbe képe. Tegyik fel, hogy a ¢ ivhossz szerint
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van paraméterezve, pozitivan irdnyitott, és a csicsai c(sg), c(s1), ..., c(sk), a kilsd szogei 0y, 01, . . ., Of.

Ekkor
2/87“ ds+//l€da+20_27r

ahol ky(s) a c gorbe geodetikus gorbilete az s pontban, és K(p) az S felilet Gauss-gorbiilete a p pontban.

A kovetkezd két allitds egyszerti kovetkezménye a tételnek:

19. allitas. Ha S negativ vagy 0 Gauss-gorbileti felilet, és v1,v2 két p € S-bdl indulo geodetikus,
akkor nem taldlkozhatnak gy, hogy egyszeri tartomdnyt hatdrolnak.

20. allitas. Ha T egy geodetikus hdromszég, melynek kilsé szégei 01,09,03, akkor az o; = ™ — 0;

szogekre
3
//Kda:Zai—ﬂ.
T i=1

Egy R C S részhalmazt reguldris tartomdnynak neveziink, ha R kompakt, és a hatara véges sok
diszjunkt egyszerii, zart, folytonos, darabonként regularis gorbe képének uniéja. Egy R regularis tar-
tomany T hdromszogelése T; haromszogek (i = 1,...n), melyekre U ,T; = R és ha T; NT; # 0,
akkor T; N T} kozos él vagy csucs. Egy adott T hdromszogelésnél jelolje C' a csicsok, E az élek, és L
a haromszogek szamat. Ekkor C' — E + L = x az Fuler(—Poincaré)-karakterisztika.

21. allitas. Minden reguldris tartomdnynak van hdromszdgelése.

22. allitas. Adott paraméterezéshez van olyan hdromszdgelés, melynél minden hdromszdg egy koor-
dindtakornyezettel lefedhetd.

23. allitas. Az Euler-karakterisztika nem fiigg a hdromszdgeléstol.

Az utébbi éllitas szerint jelolhetjiik az R reguldris tartomany Euler-karakterisztikajat x (R)-rel. Példaul
a gomb Euler-karakterisztikdja 2, a téruszé 0, a dupla téruszé —2, az n fogantyus téruszé —2(n — 1).

24. allitds. Homeomorfizmus erejéig az Euler-karakterisztika meghatdrozza a kompakt R3-beli feliile-
teket.

7. tétel (Globalis Gauss—Bonnet-tétel). Ha R C S egy reguldris tartomdny, melynek a hatdrolo
gorbéi ci, ca, . .. cn, melyek pozitiv iranyitdsiak, és 01,...,0, a kilsé szogek. Ekkor

Z/ ds+//lCda+Ze_27rX

A tételt R = S-re alkalmazva kapjuk, hogy [/, g Kdo = 2mx(S). A kovetkezd két allitas egyszerti
kovetkezménye a tételnek:

25. allitas. Kompakt pozitiv Gauss-gorbiileti felilet homeomorf a gombbel.
26. allitas. Kompakt pozitiv Gauss-gorbileti; felileten ha 1,72 zdrt geodetikusok, akkor 1 metszi
Y2-t.

Bizonyitasvazlat. A 25. allitas szerint a feliillet homeomorf a gémbbel. Ha nem metszenék egymast,
akkor az altaluk hatarolt R tartomany Euler-karakterisztikaja O lenne, és igy ellentmondasba jutnank
a tétellel. O
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