I. fejezet

Gorbeelmeélet

0. El6ismeretek

Transzformaciok

0.1. Definicié. Legyen M egy tetszéleges nemiires halmaz. Metrika M-en egy
olyan
d: M x M —R"uU{0}

leképezés, amely teljesiti a kovetkez§ feltételeket :
(i) pozitivitds: ¥ x,y € M : d(z,y) = 0, akkor és csakis akkor, ha = = y;
(i1) szimmetria: ¥V x,y € M : d(z,y) =d(y,x);
(#ii) hdromszdg-egyenldtlenség: ¥ x,y,z € M : d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).
Ha d egy metrika M-en, akkor az (M, d) part metrikus térnek nevezziik.

0.2. Definici6é. Legyen (M,d) és (M',d') metrikus tér. Egy f : M — M’

leképezést izometridnak mondunk, ha
(i) sziirjektiv;

(i) Va,y € M d'(f(x), f(y)) = d(z,y).

Megjegyzések. (i) implikalja, hogy minden izometria bijekcio. Kénnyen belat-
hato, hogy izometriak kompozicioja, valamint izometria inverze ugyancsak izo-
metria. Igy egy metrikus tér Gsszes izometriai csoportot alkotnak a leképezés-

kompozicié miveletével. Ezt a csoportot izometriacsoportnak hivjuk.
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0.3. Definici6 és allitas. Legyen V egy R test feletti vektortér és
GL(V) i= { € End(V) | det (¢) # 0},

ekkor GL(V) csoport a szorzas miveletével, amelyet a V' vektortér altalanos

linearis csoportjanak mondunk.

0.4. Definici6 és allitas. Legyen V euklideszi vektortér és

OV):={¢:V=V| (v,w) = (p(v), p(w))},

ekkor O(V') csoport a leképezéskompozicio miiveletével. Ezt a csoportot a V'
euklideszi vektortér ortogonalis csoportjanak nevezziik, elemeit ortogonalis

transzformacidknak mondjuk.
0.5. Lemma. det (O) = +£1.

0.6. Allitas. O (V) := {p € O(V) | det (p) = 1} csoport a leképezéskompozi-

ci0 miveletével.

0.7. Definicié. Az R" tér transzlaciojan
TR = R", pe1(p) i=p+q

alaku leképezést értiink, ahol ¢ € R" tetszGleges, rogzitett vektor.

Egy f : R™ — R" leképezést affin transzformaciéonak mondunk, ha elGallitha-
t6 egy invertalhato linearis transzformaécio és egy transzlacio kompoziciojaként,
azaz f = 1,0 ¢, ¢ € R" és ¢ € GL(R™). Ekkor ¢-t az affin transzformacio
linearis részének, 7,-t pedig a transzlacié részének hivjuk.

Egy affin transzformaciét iranyitastartonak, illetve iranyitasvalténak neve-
ziink aszerint, amint a linearis része iranyitastarto, illetve iranyitasvalto.

R™ euklideszi mozgasan olyan affin transzformaciot értiink, amelynek linearis

része ortogonalis transzformécio.

0.8. Allitas. R™ egy transzformdcidja pontosan akkor izometria, ha elédllitha-
té egy ortogondlis transzformdcid és eqy transzldcio kompozicidjaként, igy R™

izometriacsoportja egybeesik az euklideszi mozgdsok csoportjdval.

Megjegyzések. Az R™ tér geometriajan azon fogalmak és tulajdonsagok Gsszes-
ségét, amelyek megdrzédnek izometridk alkalmazéasa esetén, vagyis az izomet-

riacsoport invaridnsainak elméletét. (Felix Klein: Erlangeni program)
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Differencialas

0.9. Definici6. Legyen U C R™ (U # ) nyilt halmaz. Tekintsiink egy f : U —
R™ leképezést, tovabba legyen p € U és Uy a 0 € R™ pont egy olyan kdrnyezete,
hogy V h € Uy esetén p + h € U. Azt mondjuk, hogy f differencidlhatd p-ben,

ha
f(p+h)— f(p) —e(h
Jp e LR™,R™): fllin}) I ) ||h||( ) QI =0.

Ekkor -t f p-beli derivaltjanak nebezziik és f'(p)-vel jeloljiik.
f'(p)-nek R™ illetve R™ kanonikus bazisai altal alkotott bazisparra vonatkozo

matrixat:
of'(p) af'(p)
Oxl T Ogm
8f’; () of ’;(p)
Oxl T Ogm

f p-beli Jacobi matrixanak nevezziik.

0.10. Allitas. Ha egy leképezésnek egy pontban létezik a derivdltja, akkor az
egyértelmiien meghatdrozott.

Tegyiik fel, hogy U C R™ nyilt halmaz, és legyenek f,g : U — R™ differencidl-
hato leképezések. Ekkor ¥ A\, i € R esetén A\f + ug : U — R™ differencidlhato és
Af+ng) ="+ pg'.

Lincszabdly: Ha U C R™ nyilt halmaz, f: U — R™ és g : R™ — RF differen-
cidlhatd leképezés, akkor go f : U — R* leképezés ugyancsak differencidlhato és

VpeU:(gof)(p)=g(f(p)of(p)

0.11. Allitas. Legyen U C RF nyit halmaz és f = (f',...,f") : U — R"
leképezés. f akkor és csak akkor differencidlhatd egy p € U pontban, ha az f*
(i=1,...,n) koordindtafiigguények mindegyike differencidlhato p-ben. Ekkor

7@ = (1@ ).
ahol a jobb oldali linedris leképezés a
() (w)
veR = (£ D) W) 2| | eR
M (p)(v)

eldirds szerint hat.
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0.12. Definicié. Tegyiik fel, hogy U C R™ nyilt halmaz, és tekintsiik az
f:U — R™ leképezést. Legyen p € U és v € R" tetsz6leges. Képezziik a
t —
i S @+ t0) — f(P)

t—0 t
hatarértéket. Létezése esetén ezt az f p-beli v irdny szerinti irAnymenti de-
rivaltjanak nevezziik és D, f(p)-vel jeloljiik. Specidlisan D, f(p) =: D, f(p)-t

p-beli parcialis derivaltnak mondjuk.

0.13. Allitas (Lancszabaly parcialis derivaltakra).

Tegyiik fel, hogy g*,...,¢" : R* = R figguények differencidlhatok az a € R*
pontban, az f : R — R pedig differencidlhaté a b = (gl(a),...7g”(a)) € R”
pontban. Ha F : R* — R, p— F(p) := f(¢*(p),...,g"(p)), akkor léteznek F

a-beli parcidlis derivdltjai és a
DiF(a) = Dif()Dig’(a)  (1<i<k)
j=1

formula alapjdn szamithatok ki.

0.14. Definici6. Tegyiik fel, hogy f differencidlhat6 az U C R™ (nemiires) nyilt
halmaz folott. Azt mondjuk, hogy f egy p € U pontban

(i) immerzio, ha f'(p) € L(R™,R™) injektiv;
(ii) szubmerzio, ha f'(p) € L(R™,R™) sziirjektiv;
(i4i) regularis, ha immerzié és szubmerzio;

(iv) diffeomorfizmus, ha f : U — V C R™ olyan differencialhato bijekeio,

amelynek az f~!:V — U inverz leképezése is differencialhato.

0.15. Allitas (Inverz leképezés tétel).

Legyen W C R™ nyilt halmaz, és tegyik fel, hogy f : W — R"™ differencidlhato
leképezés. Ha a € W és f reguldris a-ban, akkor létezik az a pontnak U C W,
az f(a) pontnak pedig V kérnyezete dgy, hogy az fly : U — V leképezés diffe-
omorfizmus. Ha p € U és q := f(p), akkor az f~! inverz q-beli derivdltjdt az
(F ) (@ =1f' ()" formula adja.
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1. Parametrizalt gorbék; Ivhossz

1.1. Definicié. Legyen I C R egy nem feltétleniil korlatos intervallum.

(i) Egy ¢ : I — R? immerzi6t parametrizalt gérbének neveziink. A t € [
valos szdmokat ilyenkor paraméterként is emlitjiik, adott ¢ € I esetén
c(t)-t a gérbe t paramétert pontjanak mondjuk. Ha Im ¢ — t R? egy kétdi-
menzids linearis sokaséga tartalmazza, akkor parametrizalt sikgérbérdsl

beszéliink.
(ii) Tekintsiik a ¢ : I — R3 parametrizalt gérbét!

a) ¢ érintSegyenese a ¢ paraméterd pontban a c(t) + a(c'(t)) egydi-

menziés linearis sokasag.

B) c¢ biregularis, ha:

vtel: (d(t),d"(t)) linearisan fiiggetlen;

ebben az esetben a c(t)+a(c (), ¢’ (t)) kétdimenzios linearis sokasagot

a gorbe ¢(t) pontbeli simulésikjanak mondjuk.
v) ¢ pélyasebessége a
vl =R, teot):=| @)

fliggvény, ha ez az 1 értékid konstans fliggvény, akkor c-t egység-
palyasebességiinek vagy természetes paraméterezésiinek nevez-

zik.

0) ¢ ivhossza a palyasebesség I folotti integralja

0o = [v=[1el;
I I

ivhosszfiiggvénye az
t
o: T [0,L()], () ::/U(T>dr

fiiggvény, ahol a € I rogzitett.

(iii) A ¢ : I — R? és & : I — R3 parametrizalt gérbéket kongruenseknek
nevezziik, ha 3 olyan f : R? — R? izometria, hogy é = f o c. Amennyiben

a szoban forgod izometria transzlacié, ugy paralel gérbékrsl szolunk.
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(iv) Azt mondjuk, hogy a ¢ : I +— R3 parametrizalt gorbe ekvivalens a c :
: I — R3 parametrizalt gorbével, ha megadhaté olyan © : I — I diffeo-
morfizmus, amelyre ¢ = c o O teljesiil. Ekkor a © fiiggvényt paraméter-
transzformaciénak hivjuk és a ¢ parametrizalt gorbét ¢ © altali atpara-
méterezettjeként emlitjiilk. A © paramétertranszforméci6 iranyitastarto

ill. iranyitasvalot aszerint, hogy:

viel: ©()>0 il O()<0

Megjegyzések. Az értelmezés szerint egy parametrizalt gérbe nem ponthalmaz,
hanem leképezés

A parametrizalt gorbék halmazéan bevezetett kongruencia és ekvivalencia egy-
arant ekvivalenciarelacié. Nyilvanvalo, hogy az egyméstol paramétertranszfor-
maéaciéban kiilonb6z6 parametrizalt gorbék képtere azonos.

Megforditva: egy adott R3-beli ponthalmaznak lehetnek nem ekvivalens para-
méterezései.

Példaul:

ISt ={reR?® | |r|=1}
c1:R—R? tisci(t) := (cost,sint)

co 1 |—m,37m[ = R? t s co(t) := (cost,sint)

c1 €8s co immerzio, Im ¢; = Im ¢s, de ¢q és ¢o nem ekvivalens, mivel pl. a cl_l(l,O)

és c; 1(1,0) Gsképek kiilonbozs szamossagtiak.
1.2. Allitas.

(i) Parametrizdlt gorbe dtparaméterezettje parametrizdlt gorbe. Az dtparamé-

terezés sordn a bireqularitds megdrzddik.

(ii) A parametrizalt gorbék érintdegyenese és — bireguldris esetben — a simuld-

sikja paramétertranszformdcioval szemben invaridns.

(iii) A parametrizdlt gorbék érintdegyenese, biregularitdsa és simuldsikja affin

transzformdcidval szemben invaridns.
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Bizonyitds. !c: I — R3 parametrizalt gérbe.

(i) Ha © : I +— I paramétertranszformécio és é := c o ©, akkor a (0.10)

lancszabalyt alkalmazva:
d=(00)o
é// _ (C// o @)(61)2 + (Cl o @)@Il (*)

Mivel © diffeomorfizmus = ©’ sehol sem tiinik el = 7 immerzié.

Biregularitas megérzése (indirekt): Tegyiik fel hogy c¢ biregularis, de
¢ nem az, vagyis It € I :  &'(t) = A&(f). Ekkor

(" 0 0)(0) [0'()]” + (¢ 0 ©)(D)O" () = A([F 0 O)(1)O'(t) =
(c 00)() [é"(f) - Ae’(i‘)} + (" o0)D)[O'H] =0, AeR

teljesiilne.

Mivel ¢/(t) és ¢”'(t) lineérisan fiiggetlen =  ©’(f) = 0, ami ellentmondas.
(ii) ¢ érintGegyenese egy ¢ paraméterti pontban:
¢0) + a(@t) 2 &F) + a0/ (1) (O(1)) = (O(F) + alc (O1(F)
ami c érintéegyenese a 9(7?) paraméterd pontban.
Simulésik megérzése:

(x) =Vviel : a@(@),&"(D)=al(O@) " ©O()),

ezért & simulésikja a ¢ paraméterti pontban

&(t) +a(@ (1), 8" (1) = c(O() + al'(0(F)), " (8(1)))
ami ¢ simulésikja a O(#) paramétert pontban.

(iii) Beldtando, hogy ha ¢ : I — R3 parametrizilt gérbe és f = 7, o ¢ affin

transzformécio, akkor:

f o ¢ parametrizalt gorbe;

f o ¢ biregularis, ha c az.

Vte I: (foo)(t) = fe(t) -<(t) = p(d ()

és ¢ : R? — R3 izomorfizmus = allitas.
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1.3. Allitas. Parametrizdlt gorbék tvhossza izometridval és irdnyitdstarté pa-

ramétertranszformdcioval szemben invaridns.

Bizonyitds. !¢ : I — R3 parametrizalt gérbe.

Tekintsiik az f = 7,09 , ¢ € O(R?) izometriat.
veel:|[(foc)®)]=If ()@l =lle@l=l<Ol 2
sfocy= [IFoerl= [ 1] = L)

T

1

| ©:]— I irédnyitastarto6 pamatétertranszformacio! Ekkor
Viel:0'(f)>0
L) = Lico®) = [ el = [ I o0 = [l ele’ = L)
T T T

1.4. Allitas. Minden parametrizdlt gorbe ekvivalens egy természetes paraméte-
rezésii gorbével. Nevezetesen:

ha ¢ : I — R? parametrizdlt gorbe és whosszfligguénye <, akkor ¢ := cog™t 3
és c-vel ekvivalens természetes paraméterezésid gorbe.

Amennyiben ¢ : I — R3 természetes paraméterezésd gorbe, gy birmely vele

ekvivalens természetes paraméterezési gorbe.
t—ct+a) vagy s+ c(—s+a)
alaki, ahol o € R

Bizonyitds. Héazi feladat

2. Gorbiilet, torzié; Frenet-apparatus

2.1. Definicié. Legyen c: I — R3 ivhoszparaméterezésti gorbe.
Ak:T—R s rk(s)=]c"(s)| fiiggvényt a ¢ gérbéhez tartozo gorbiiletfiige-
vénynek mondjuk.

I Affin transzformacié tetszéleges pontban vett derivaltja a linearis részével egyezik meg.

2 p normatarté
3 Helyettesitéses integralas
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2.2. Lemma. [vhosszparaméterezéssel ekvivalens paraméterezést haszndlva a

t € I paraméterezést haszndlva a t € I paraméterd pontbeli gorbiilet értéke

e x o)l
"0 = lemE

formula alapjdn szamithato.
Bizonyitds. Gyakorlat

Koévetkezmény. Egy c : I — R® parametrizdlt gérbe pontosan akkor biregu-
ldris, ha a gorbiletfiggvénye sehol sem tinik el (ennélfoguva mndeniitt pozitiv
értéket vesz fel).

Egy ¢ : I — R3 parametrizdlt gérbe <  parametrizdlt eqyenes, ha gérbiilet-

fliggv énye a zérus fiigguény.

2.3. Allitas. Tekintsink egy ¢ : I — R3 parametrizdlt gorbét, melynek gorbii-
letfiiggvénye a k : I — R fligguény.

(i) Ha f : R — R3 izometria, akkor f o c gorbiiletfiggvénye szintén k, a

gorbiilet tehdt izometridval szemben invaridns.

(i) Amennyiben © : J — I paramétertranszformdcid, ¢ = co © és ¢ gorbiilet-
figgvénye £, gy
K=KoO

azaz a gorbilet paramétertranszformdcioval szemben is invaridns.
Bizonyitds.
(i) ! ¢é:=foc,haf=71,00

d=(floc)d =¢pod

E” — (QO/OC,)C” — (pOC”
Fo lEXN _Jlpod xpoc| | x e _
e’ lood|? IETE
(i)
c=co®

& =(d00)0
é” — (CH o @)(@/)2 + (C/ o @)@//

1> & _ (¢ 2©)& x ("o ©)(@)?] _ |I(¢o8) x("O)| _ o
les I(¢ 0 ©)0|]? - I o ©ff -

E'/:
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2.4. Definicié. Legyen c: I — R3 ivhosszparaméterezési biregularis gorbe.
Az

' (s) irdnyu egységvektort a c(s) pontbeli f6normalvektornak nevezziik.
Mivel
<d(s),d(s)>=1 = <(s),d(s)>=0

igy n(s) L ¢'(s)
A t(s) := (s) egységvektor neve: érintSvektor.
t(s)=¢
=ct) |
' (s) = k(s)n(s)

2.5. Definici6é. A simulosik b(s) := ¢(s) x n(s) normalvektorat binormalis

vektornak hivjuk.

A (t,n,b) harmast a tekintett gérbe Frenet-féle haroméljének mondjuk.
esetén t(s) és n(s) a c(s)-beli simulosikot fesziti ki.

Az n(s) és b(s) altal kifeszitett sikot a c(s)-beli normalsiknak, a b(s) és t(s)
altal kifeszitett sikot pedig a c(s)-beli rektifikalé siknak nevezziik.

2.6. Allitas. Tekintsik a C : I — R? bireguldris whosszparaméterezési gorbét,
amelynek Frenet-féle haroméle (t,n,b).
i) Hao ¢ := foec, ahol f = 1,00 (a € R3 p € O(R3)) izometria, akkor T

Frenet-féle haroméle

o
I

t

QDO
pon
e(pob)

STTEH

ahol € :=det ¢ € {—1,1}.

i1) Tegyiik fel hogy O : I — I paramétertranszformacid, s legyen ¢ := c o ©.

Ebben az esetben ¢ Frenet-féle hdaroméle

t=e(to®)
n=no®©
b=e(bo®)
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ahol € vagy 1 vagy —1, aszerint, amint © iranyitdstarto, illetve trdnyitds-

vdlto paramétertranszformdcid.
Bizonyitds.

i)

t 2.3 (@Ot)/ _ (pOt/

- =pon
K K K

Jegyezziik meg, hogy Vo € End R? és a,b,c € R3 :

< p(a) x o(b),p(c) >=detp < a x b,c>.

detp <axb,c > #eA®) det p < p(axb),p(c) >=< detp-p(axDb),p(c) >

Ennek alapjan adodik, hogy
b=ixn=(pot)x (pon)=c(po(t xn)) =e(pob)

ii)
t=F=(coB) =0'(c00)=¢(toO)
t 23¢e(to®) E2(t'0®)
i Kko®  ko®© =no®
b=ixn=c(to®)x (no®)=c(txn)oO® =ce(boO)

Mivel b(s) = t(s) x n(s), igy

b (s) = t'(s) x n(s) +t(s) x n'(s) = t(0) x n'(s) = b'(s) L t(s)
=0<=t'(s)|In(s)

Masrészt, mivel b(s) egységvektor = b'(s) L b(s).
Tovabba t(s) L b(s), igy V/(s) || n(s) adodik : ¥'(s) = —7(s)n(s).

2.7. Definicié. Legyen c : I — R3 ivhosszparaméterezést biregularis gorbe.
Ekkor a b/'(s) = —7(s)n(s) Osszefliggés altal definialt = : I — R fuggvényt

torziofiiggvénynek nevezziik.

2.8. Allitas. A torzidfiggvény iranyitdstartd izometridval és tetszdleges para-
métertranszformdcidval szemben tnvaridns, irdnyitdsvdlto izometria alkalmazdsa

esetén eldjelet vdlt.
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Bizonyitds. Legyen adva a ¢ : I — R3? biregularis ivhosszparaméterezést gorbe!

i) Tekintsiik az f = é,0p (a € R3,p € O(R3)) izometriét és legyen ¢ := foc
= (e(pod)) =epob =cpo(—mn) = —er(pon) %8 _c7h kovetkezik,
T Jha f iranyitastarto

hogy 7 :=e7 = )
—7 Sha f iranyitasvalto

ii) Legyen © : I — I paramétertranszformécio, ¢ := ¢ o ©. Ekkor
() 22 (e(bo©)) =0 (H 0O) =2((—1n) 0 O) = —(70O)(no O) = —(1 0 O)r
= T=700

Tekintsiik egy c¢ ivhosszparaméterezésti gorbe s € I pontbeli Frenet-féle
haromélét! Mar ismert, hogy t'(s) = k(s)n(s) és V/(s) = —7(s)n(s).
Vizsgaljuk n’(s)-t!

n'(s) = (b(s) x t(s)) =b'(s) x t(s) + b(s) x t'(s) =

= —7(s)n(s) x t(s) + b(s) x k(s)n(s) = 7(s)b(s) — k(s)t(s)

azaz ’n'(s) = —r(s)t(s) + 7(s)b(s) ‘

A Frenet-féle haromeél derivalt vektorainak (¢,n,b) ortonormaélt bazisban valo

(F1) ¢(s) = A(s)n(s)
(F2) n'(s)= —r(s)ts) +7(s)b(s)
(F3) V(s)= —r(s)n(s)

elsallitasat Frenet-formulaknak nevezzik.

Megjegyzések. Az (F1)-(F3) Gsszefliggéseket Serret-Frenet-formulakként is szo-
kas idézni, ugyanis egyméastol fiiggetleniil jutott el hozzajuk Serret(1819-1885)
1851-ben, illetve Frenet(1816-1900) az 1847-ben elkésziilt disszertacidjaban. Az
utobbinak egy kivonata 1852-ben keriilt publikalasra. Az (F1)-(F3) egyenletek
teszik lehetévé a gorbeelméleti problémak szisztematikus vizsgalatat, korabban

csak ad-hoc modszerekkel tették azt meg.

2.9. Allitas. Tekintsiink eqy c : I — R? bireguldris parametrizdlt gorbét! Ekkor
a Frenet-formuldk az aldbbi formdt 6ltik:

t(t) = v(t)k(t)n(t)

n'(t) = —v(t)k(t)t +u(t)T(t)b(t)

b (t) = —o()T(t)n(t)
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2.10. Allitas. Egy ¢ : I — R3 birequldris parametrizdlt gorbe Frenet-féle hd-

roméle a kévetkezd dsszefiiggések szerint szamithato:

c/ CI X cll
el T e x|

torzidfiigguényét pedig a

, n=bxt

<d x> .

T = W formula szolgdltatja
d xc

Bizonyitds.

i) Ha c tetsz6leges paraméterezési biregularis gorbe, akkor érints egységvek-

tora , ,
c c

el e

dxd =c x Wt+ot) =vt x vt Z vt x v2kn = v3k(t x n) = v3kb =
ébic’xc” B d xc’
R 1 le” x|l

lle’xc”|
e

Mivel (¢, n, b) pozitiv ortonormélt bazis kell hogy legyen, igy (b,t,n) harmas

R =

is az. Tovabba (b,t,b X t) szintén pozitiv ortonormalt bazis, igy n = b X ¢
ii) A ¢ a (t,n,b) bazisban egyértelmien felirhato:
" =M4pun+vb  A\p,veC®()
Mivel ¢/ x ¢/ = v2kb , tovdbba < t,b >=<n,b>=0,igya < xc”’, " >

vegyes szorzat kiszamitéasahoz elegends a v fiiggvény ismerete.

¢ = vt

' = vt + ot =v't +v2kn
" ="t 't + (0V2R) n 4 vien’ = vt +v'ven + (V2 k) n + v?K(—vkt + oTb) =

= (" — 3Rt + (Vv + (vV3k))n + v3kTD,

igy ¢ x ' = v3kb-t felhasznalva

< C/ > c/l7clll >= 1)6,%27'

3 ) C/ X c// 2 C/ X c// 2 )
Masrészt 2 = I |C'||6|| = I 5 I , gy
< / X /! /1 >

r=C 2000 7 dedik.

||C/ X C//HQ
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Ha a gorbe ivhosszparaméterezést, akkor
||C/ % CI/H2 _ ||C/H2||C”||27 < C/,C// > 2 — HC//H2 —_ I<£2,

ekkor tehéat / "o
JSE x>

K2

2.11. Allitas. Egy ¢ : I — R? birequldris parametrizdlt gorbe < sikgorbe,
ha torzidfliggvénye a zérus fiigguény, vagyis a torzid eltinése a parametrizdlt

stkgorbéket jellemzi.
Bizonyitds. Konnyl gyakorlo feladat.

2.12. Definicié. Tekintsiink egy ¢ : I — R3 parametrizalt gérbét. Tetsz6leges

t € I paraméter esetén a

pontot a ¢ gorbe t paraméterezésii pontjahoz tartozo gorbiileti kézéppontnak,
a ¢*(t) kozéppontu, p(t) := ﬁ sugart és a c(t)-beli simulosikra illeszked6
kort az adott gorbe ¢(t) pontbeli simulékdrének mondjuk, p(t)-re a gdrbii-
leti sugar elnevezést hasznaljuk. Specialisan egy biregularis sikgdrbe gorbiile-
ti kdzéppontjai altal meghatirozott gérbét a gérbe evolutajanak hivjuk. Egy
tetszéleges biregularis gorbe evolvensén érintSinek ortogonalis trajektoriajat

értjiik.
2.13. TETEL. (Gérbeelmélet alaptétele)

(Unicitds-tétel) : Tegyiik fel hogy ¢y : I — R3 és co : [ — R3 természetes
paraméterezést bireguldris parametrizdlt gorbe, amelyeknek gorbiilet-, és
torzidfiigguénye megegyezik.

Ekkor létezik olyan irdnyitdstartd izometria, amely a gorbék egyikét a md-
sikba viszi dt, kévetkezésképpen a gorbiilet-, és a torzidfiggvény irdnyitds-
tartd izometridtdl eltekintve egyértelmiien meghatdrizza az R3-beli para-

metrizdlt gorbéket.

(Egzisztencia-tétel) : Tetszblegesen adott & : I — R pozitiv értékd differenci-
dlhato és T : I — R differencidlhato fiigguényekhez 3 olyan ¢ : I — R3 ter-
mészetes paraméterezést — sziikségképpen birequldris — parametrizdalt gorbe,

amelynem gorbiilet-, és torzidfligguénye a megadott k illetve T fligguény.



