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Hujter Mihaly: Otodik haromszog, hatodik négyszog

(Késziilt a T047340 szdmi OTKA részbeni tdmogatdsdval)

Ezt at irast a ,, Tudomdnyos emlékiilés dr. Kérteszi Ferenc professzor sziileté-
sének 100. évforduldja alkalmdbol” cimii rendezvény ihlette. A rendezvényre
2007. madrcius 9-én az E6tvos Lordnd Tudomédnyegyetem Budapest, Pdzmany
Péter sétdny 1/c cimii épiiletében a Kérteszi Ferenc nevét viseld 0.220 szamui
tanteremben kertilt sor. A rendezvényt az ELTE TTK Matematikai Intézet
szervezte, és Lovdsz Ldszlo professzor elnskolte. Méltatd szavai utdn Horvdth
Jend professzor Karteszi Ferenc életérdl és didaktikai munkdssdgérsl beszélt.
Majd megnéztiik Staar Gyula interji-filmjét, amit Feri bécsival, annak ny-
olcvanadik sziiletésnapjén készitett. Ezek utdn Szonyi Tamds professzor is-
mertette Karteszi tandr ur — , Feri bdcsi” — matematikai eredményeit.

A szegényparaszt csalddban a kisebbik fia 1907. februdr 13-én sziiletett,
de nem Cegléden — ahogyan a lexikonok irjék —, hanem a Ceglédhez kozeli
Nyilasbesny6 tanydn. A hiszas évek végén jart egyetemre Budapesten, ahol
— tobbek kozt — Ko6nig Dénes is a tandra volt, és tole grifelméletet is tan-
ult. Az egyetemi diplomat 1930-ban, a doktordtust 1933-ban szerezte. Szakmai
fejlédésére — annak korai haldldig — testvérbdtyja is nagy hatdssal volt.

Mivel Gyb6rben, a Révai Gimndziumban éppen 1931-ban iiresedett meg egy
matematika tandri allds, Kérteszi Ferenc oda keriilt tandrnak, és ott maradt
1940-ig, amikor kutatéi osztondijjal Italidba keriilt Segre professzorhoz. A
hébori sordn Karteszinek sokat kellett katondskodnia, igy aztdn nem kertilt
vissza Gy6rbe. A hébori utdn Budapesten a felsboktatdsban és a sportéletben
is vezetd szerepet jatszott. Geometriai konyvei népszerfiek lettek. Feri bacsi
fiatallal kedveltette meg a kombinatorikus mértan szépségeit — koztiik a jelen
sorok szerzojével is.

A Gyérben toltott ifju tandri évek meghatdrozok voltak Karteszi életében és
munkdssdgaban. Az — egyébként gyori sziiletéslt — Kozépiskolai Matematikai
Lapokban sok j6 feladata, irdsa jelent meg. Ezekrdl a folydirat a legfrissebb
szdmban megemlékezik.

Tehat Kérteszi Ferenc egy évszdzada sziiletett és egy évtizedet toltott Gyor-
ben. Kétszdz éve viszont Gy6rben jart Napodleon. Igaz, a csdszdr nem egy
évtizedet, hanem csak egyetlen éjszakat toltott ott. Viszont a matematika
torténete kapcsdn Napdleon és Kdrteszi nevét mégis csak egy lapon kell em-
liteni.



N

Napdleon neve legaldbb hiarom ponton kapcsolédik a matematika torténetéhez.
Egyrészt ismeretes Monge hires matematikusnak Napdéleonhoz fiiz6dé kapceso-
lata. Madsrészt a csak korzével vald szerkesztések kapcsdn is emliteni szoktdk
Napéleon nevét. Allitélag a csatdi eléestéjén a hadvezér a térképek folé ha-
jolva korzével tervezgette a hadmiiveleteket. Igy vette volna észre, hogy nincs
sziiksége vonalzora, mert csak korzével is el tud végezni olyan szerkesztéseket,
mint — mondjuk — egy szakasz felezése, vagy egy hdromszog silypontjadnak a
megkeresése.

A harmadik kapcsolat a nevezetes Napdleon-tétel: Tekintsiink egy harom-
szoget és mindegyik haromszogoldalhoz kifelé szerkessziink egy-egy szabdlyos
hdromszoget. Csak korzével konnyen elvégezhetd ez a szerkesztés, sot a sz-
abdlyos hiromszogek kozéppontjanak megszerkesztéséhez sem kell elévenni a
vonalz6t. Napdleon — allitélag — maga vette észre, hogy a szabdlyos hdrom-
szogek kézéppontjai djfent csak szabdlyos hdromszdget alkotnak! (Ez az igazsdg
még akkor sem nyilvanvald, ha a kiinduldsi hdromszog szakasszd fajul.) Tehdt
Napdleon elsé hdromszoge tetszéleges, a méasodik, a harmadik és a negyedik
szabdlyos, és a tétel kovetkeztében az 6todik is szabdlyos.

A Napoleon-tételre szémos bizonyitds ismert. Az internetrél konnyen besz-
erezhet6 akarhany. Egy, a Napdleon-tételhez hasonlé észrevételt tett Karteszi
Ferenc is: Kindulva eqy négyszoghdl ne szabdlyos hdromszogeket, hanem né-
gyzeteket szerkessziink kifelé. Ha nincs korzonk, derékszogli-—negyvenstfokos
vonalzé is elég a szerkesztéshez. Nyilvdn a négyzetek kozéppontjét is megsz-
erkeszthetjiik csak vonalzoéval.

Nem csoda, hogy a négy négyzetkozéppont négyszdoget alkot. De az mar taldn
meglepd, hogy az 1j négyszég két dtldja eqyenld hosszi és meroleges eqgymdsra.
S6t, ha a régi négyszog paralelogramma, akkor az \j négyszog négyzet. FEz
Kérteszi Ferenc tétele. Karteszi hat négyszoget tekint tehdt. Az elsd tetszbleges,
a masodiktdl az 6todikig mindegyik négyzet, és a tétel allitdsa szerint a a hatodik
is kvdzi-négyzet, azaz &t16i egyenld hossziak és merdlegesek. Ha az elsé négyzet
szemkozti szogei egyenlok, akkor a hatodiké is, éspedig mind derékszogek.

Az igazsdg az, hogy nem til nehéz feladat Karteszi tételének a bizonyitdsa
vektorokkal, vagy koordindtarendszerben, vagy — ha ahhoz van kedviink — a
komplex szdmsikon. Még a vak ember is ldthatja példdul a kovetkezd bizonyitéds




helyességét:

A komplex szdmsikon a régi négyszog egyik csicsa legyen —1, az dtellenes
pedig legyen 1. A madsik két csicsot jelolje az © — 1 és az y + 1 komplex szdam.
Pozitiv korbenjéaras szerint tekintjiik igy a csucsokat. Az oldalakhoz kifelé ra-
jzolt négyzetek kozéppontjat ki tudjuk fejezni komplex szamként: Jelolje p a
kovetkez6 komplex szémot: (1 —i)/2. Ekkor a —1 és x — 1 kozotti oldalhoz
kifelé rajzolt négyzet kozéppontja: zp — 1. Hasonlé okbdl a szemkozti négyzet
kozéppontja: yp + 1. Az utébbibdl az elébbit levonva az 1j négyszog egyik
atlojara ezt nyerjilk: 2 + (y — z)p. Az eredeti négyszog mdsik két oldala, mint
komplex szém: 1 — (x —1)=2—xz és —1 — (y+ 1) = —2 — y. Ezért a hozzdjuk
kifelé rajzolt négyzet kozéppontja: —1+x + (2 — x) p illetve 1 +y + (=2 — y) p.
Mindazonaltal az 4dj négyszog masik atléja:

l+y+(=2-y)p—(-1+z+(2-2)p)
= 2—2z+y+(—4+z—y)p
Az 4j négyszog két dtldjanak a hédnyadosa:
2—z+y+(—4+z—y)p
2+ (y—a)p
4-2x+2y+ (—4+z—y)(1—19)
44 (y —x)(1 —1)
d-—z+y)i-z+y _
d—z+y+(x—y)i
Tehdt az 4j négyszog két atlgja valéban egyenld hosszi, és merdleges egymaésra.
Abban a specidlis esetben, amikor az eredeti négyszog paralelogramma, akkor
(és csak akkor) z 4+ y = 0. Ilyenkor az \j négyszogben az elsd dtl6 felezépontja:

(@p—D+p+1) _platy)
2 2

Hasonldéképpen a masik 4tl6 felez6pontja:

“ltz+2-2)p+(A+y+(=2-y)p) _(A-p)lzty) _,
2 2




Ebben a specidlis esetben tehat az 14j négyszog 4tl6i nemcsak egyenlé hossziak
és merdlegesek egymdsra, hanem még felezik is egymdst, és éppen az eredeti
parallelogramma kozéppontjdban. Ez azt jelenti, hogy az 1j négyszog egy né-
gyzet, amely koncentrikus az eredeti paralellogrammaéval. S6tmitobb, a négyzet
egyik oldala:

(I+y+(-2-y)p)—(zp—1)
= 24y—2p—(x+yp=2—-az—-2p=2—a—(1—1)
= l—2+41

Ez azért is érdekes, mert a paralelolgramma egyik csicsa ez volt: 1 — z; a par-
alogrammaénak pozitiv irdny szerinti el6z6 cstcsa pedig a kozéppontbdl derék-
szoggel pozitiv irdnyba elforgatva éppen i. Szavakkal: az utolsé négyzet egyik
oldalat, mint vektort, igy kaphatjuk meg, hogy a parallelogrammat tekintve a
kozéppontbdl elforgatjuk az egyik csicsot derékszoggel, és hozzdadjuk a kozép-
pontbdl a paralelogramma kovetkezé csicsdba mutaté vektort. Olyan két vektor
osszegérdl van tehdt sz6, mely vektorok skaldrszorzata éppen a paralelogramma
teriiletének negyedét adja. Ebben az értelemben az hatodik négyszogként keletkezett
négyzet és az eredeti parallelogramma teriilete tigy viszonyul egyméshoz, mint
a paralelogramma oldalvektoraibdl képzett szdmtani és mértani kozép négyzete.
(A kozepeket az egyik oldalvektor és a masik merdleges elforgatottja kozott
értelmezziik a vektorok szokdsos dsseaddsdval és skaldrszorzattal.)

Nem érdektelen Kdrteszi tételének azzal a speciilis esetével foglalkozni, amikor
az eredeti négyszog négy oldala koziil az egyik nulla hosszisdgu, azaz a négyszog
valéjdban egy haromszog. Mivel a nulla hosszisdgui szakaszt barmelyik harom-
szogesicsnél tekinthetjiik, ezért az ,,ij négyszog” &tléiként Gsszesen 6 szakaszt
nyeriink. Ezek koziil 3 egy hdromszoget hatdroz meg — az eredeti hdromszoghoz
hozzéirt négyzetek kozéppontja altal meghatdrozottat — a madsik 3 szakasz
pedig pedig ennek az 4j haromszognek a 3 magassdgvonala. Mivel a maga-
ssdgvonalak egy ponton mennek 4t, megkapjuk Kérteszi tételének egy gyonyorii
kovetkezményét: Ha a Napdleon-tételhez hasonldan, de nem szabdlyos hdrom-
szogeket, hanem négyzeteket rajzolunk a hdromszog oldalathoz kifelé, akkor a
négyzetek kozéppontjat az eredeti haromszdg szemkozti csucsdval dsszekdtve eqy
ponton dtmend egyenesekhez jutunk.

Ugyanezt masképpen is megfogalmazhatjuk: Ha egy hdromszég magassdgvon-
alait meghosszabbitjuk a talpponton tilra a merdleges hdromszdgoldal hossziusdgdra,
akkor az 1y végpontok kozil ketto-kettdo a harmadik magassdgvonal ellenkezd
végével eqy-eqy eqyenld szarid derékszogt haromsziget alkot, derékszdggel az utol-
soként emlitett pontndl.

Fl kell mondanunk, hogy a Napdleon-tétellel kapcsolatban is igaz egy hasonlé
allitdas. Kiindulva egy hdromszégbol most ne a hdrom magassdgvonalat tek-
intsiik, hanem a hdrom ugynevezett Simpson-szakaszt. (Az egyszerliség kedvéeért
olyan legyen a kiinduldsi hdromszog, hogy a legnagyobb szoge is kisebb legyen
27 /3-ndl, azaz 120 foknél. Egy ilyen haromszog belsejében tekintsiik — a létezd
és egyértelmiien meghatarozott — izogondlis pontot, tehédt azt, melybol minden



haromszogoldal 27/3 szog alatt latszik. Az izogondlis pont mdsik ismert neve:
Fermat—Torricelly pont. Torricelli — akit a 760 higanymilliméter tett hiressé
— a 17. szédzad els6 felében megoldotta Fermat problémajat, és bebizonyitotta,
hogy az izogondlis pont az, melybdl a kiindulédsi hdromszog cstcsainak ossztdvol-
sdga minimalis. Jelolje d ezt az Ossztdvolsdgot. A hdrom Simpson-szakasz az,
mely egyik végpontja a hiromszog egy-egy csicsa, a Simpson-szakaszok egy-
formén d hosszisaguak, és a belsejiikben tartalmazzdk az izogondlis pontot.
Kovetkezésképpen a 3 Simpson-szakasz egyenld hosszii — akdrcsak Napdleon
otodik haromszogének oldalai, és a Simpson-szakaszok paronként 7/3 szoget
zarnak be egymdssal, akdrcsak Napdleon 6todik haromszogének oldalai. Ami
benniinket érdekel, az az a tény, hogy a fenti — a magassdgvonalak meghossz-
abbitdsdara vonatkozo — allitas aldbbi megfeleldje is igaz: Ha egy izogondlis belsod
ponttal biré hdaromszdghoz felvessziik a Simpson-szakaszokat, akkor azok hdrom-
$206g96n kivili pontjai pdronként a harmadik hdromszdgesicesal egy-egy szabdlyos
hdromsziget alkotnak.Tehdt éppen Napdleon mésodik, harmadik és negyedik
hiromszogét kaptuk! A Simpson-szakaszok emlitett tulajdonsdga a Ptolemdjosz-
tétellel van kapcsolatban, hiszen az izogondlis pont a Napdleon-féle masodik,
harmadik és negyedik haromszoggel egyiitt egy-egy hiirnégyszoget alkot, és igy
— mondjuk a mdsodik haromszoget tekintve — a mésodik hdaromszégnek nem
az els6 hdaromszogon 1évo csticsa éppen akkora tdvolsdgra van az elsé haromszog
izogonélis pontjatdl, mint az elsé és mdsodik hdromszog két kozos csicsdtol
meért tavolsdgok Osszege (ez kovetkezik a Ptolemdjosz-tételbol). Igy az els6 és
a masodik hdromszog nem kozos csicsainak tavolsaga éppen d, és az 6sszekotd
szakasz dtmegy az els6é hdromszog izogonalis pontjan.

Erdemes osszehasonlitani Karteszi meghosszabbitott magassdgvonalainak és
a Simpson-szakaszoknak a tulajdonsdgait. A meghosszabbitott magassdgvon-
alak koziil kettd kiils6 végpontjabdl a harmadik belsd végpontja 7/2 szog alatt
ldtszik. A Simpson-szakaszok mindegyik kiilsé végpontjabdl pedig két-két belsd



végpont latszik 27 /3 szog alatt. A meghosszabbitott magassdgvonalak a rajuk
merdleges — azaz /2 szodget bezaré — haromszogoldallal egyenld hosszusdguiak,
a Simpson-szakaszok pedig egymadssal, és a Simpson-szakaszok egymadssal is zar-
nak be egyenld szoget. Ha a Simpson-szakaszokat a bels6é végponttdl a kiilsé
fele irdnyitjuk, akkor az dltaluk paronként bezart szog: 27 /3.

[rasunk cfmét tekintve érdemes lenne megvizsgslni, hogy a Napdleon- és
Karteszi-tételhez hasonléan van-e értelemes ,hetedik 6tszdg” jellegli tétel, azaz
milyen szimmetria-tulajdonsagokkal bir egy olyan 6tszog, melyet olyan 6t szabédlyos-
otszog-kozéppont alkot, mely szabdlyos 6tszogeket egy kiinduldsi — de tet-
szOleges — 0tszog oldalaihoz kifelé szerkesztiink.



