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Hujter Mihdly: Szazhuszonhdrom éves feladat, I.

(Késziilt a T047340 szdmi OTKA részbeni tdmogatédsdval)

Tekintstink pozitiv egész szdmokat, dsszesen n darabot, ahol n is pozitiv
egész. A szdmokat jeldlje ay, as, ..., a,. Az egyszer{ibb frasmod kedvéért hasznaljuk
az a; = a, ag = b, azg = c jeloléseket is. Jelolje tovabba A az ay,as,...,a,
szamok alkotta halmazt. Nyilvian A elemeinek darabszdma — amit |A| jelolés-
sel illetiink — legalabb 1 és legfeljebb n. Ebben a dolgozatban az A halmazrél
mindig feltessziik, hogy az elemei relativ primek. Mit is jelent ez? Egy lehet-
séges értelmezés a kovetkezd: |A| = 1 esetén akkor és csak akkor relativ primek
az A halmaza elemei, ha A = {1}. Ha |A| > 2 és 1 € A, akkor is relativ primek
az A halmaz elemei. Ha pedig |A| > 2 és 1 ¢ A, akkor az A halmaz elemeinek
relativ prim mivoltat ugy ellendrizziik, hogy az A halmazbdl csindlunk egy A~
halmazt a kévetkezd mdédon, aztdn akkor és csak akkor tekintjiik az A halmaz
elemeit relativ primnek, ha az A~ halmaz elemei is relativ primek. Jelolje apax
az A halmaz legnagyobb elemét és jelolje ani, a legkisebbet. Az A halmazbdl
ugy készitjitk az A~ halmazt, hogy kivessziik A-b6l az ay,.x elemet, és betessziik
helyette az amax — Gmin szdmot. (Ha mar eleve benn volt a halmazban, az sem
baj.)

A most ismertetett médszer az A halmaz elemei relativ prim mivoltdnak
ellendrzésére 1ényegében a jol ismert Fuklideszi algoritmus.

Az |A| = 1 esetben nem sok érdekeset mondhatunk az A halmazrél. Az
|A] = 2 eset mér egyaltaldn nem ilyen trividlis! Tehdt most a és b relativ
primek. Szdzhuszonhdrom éve bizonyitotta be Sylvester és Curran Sharp a
kovetkezd tételt:

1. Tétel (Sylvester—Curran Sharp, 1884) Ha a,b pozitiv egészek és relativ
primek, akkor a legnagyobb egész szdm, mely nem all el6 ax 4 by alakban nem-
negativ egész x-szel és y-nal a kovetkezd: ab — a — b.

A tétel szemléltetésére alljon itt egy példa: Ha egy pénzvalté dollart és eurdt
valt forintra; csak egész osszegeket hajlandé viltani; egy dollarért 193 forintot,
egy eurdért 247 forintot ad, akkor a 193 - 247 — 193 — 247 = 47 231 6sszeg felett
minden egész szédmot kifizethet forintban, de a 47231 forint pénzdsszeget nem



fizetheti ki. Ez az &llitds természetesen azon a felismerésen alapul, hogy 193 és
247 relativ primek, mely tényrol a kovetkezo levezetés gy6z meg minket:

{193,247} — {193,247 — 193} = {54,193}

{54,193} — {54,193 — 54} = {54,139}
{54,139} — {54,139 — 54} = {54,85}
{54,85} — {54,85 — 54} = {31,54}
{31,564} — {31,54 — 31} ={23,31}
{23,31} — {23,31-—23} ={8,23}
{8,23} — {8,23 -8} ={8,15}
{8,15} — {8,15—-8}={7,8}
{7,84 — {7,8—-T7y={L,7}
{1,7F — {1,6} — ... — {1,2} — {1}

Az 1. tételt konstruktivan fogjuk bizonyitani. Ez azt jelenti, hogy nemcsak azt
fogjuk megmutatni, hogy ab — a — b nem 4ll el ax + by alakban nemnegativ
egész x-szel és y-nal, hanem azt is, hogy hogyan lehet ténylegesen elééllitani egy
tetszOleges, N > ab — a — b szdmot.

Az 1. tétel bizonyitasa: Az altaldnossdg korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy
a <b. Ha a = b, akkor a és b relativ prfm mivoltdbdl csak az a = b = 1 eset
lehetséges. Ilyenkor ab — a — b = —1. Valéban, minden nemnegativ egész N
szam el6dll ax 4 by alakban példdul x = N, y = 0 védlasztassal. A tovdbbiakban
feltehetjiik tehdt, hogy a < b. Az a = 1 eset is nagyon konnyfi, hiszen ilyenkor
ab —a —b = —1, és ugyanigy, mint az elébb, minden nemnegativ egész N
szam el6éll ax 4 by alakban példaul x = N, y = 0 vélasztdssal. A tovdbbiakban
feltehetjiik tehdt, hogy 1 < a < b. Ilyen esetekre egy indirekt bizonyitdst fogunk
adni.

Tegyiik fel, hogy van ellenpélda a tétel dllitdsdra. Tekintsiik azt az ellen-
pédat, melyre a < b és b a lehetd legkisebb. Ha tobb ellenpélda is van ezen
legkisebb b szdmmal, akkor tekintsiik azt az ellenpéldat ezek koziil, ahol a értéke
a lehet6 legnagyobb. Rogzitsiik tehdt ezeket az a és b szdmokat. Képezziik a
B = b—a szamot. Mivel az a és § szdmok pozitivak, relativ primek és koziiliik a
nagyobbik is kisebb, mint b, az 1. tétel éllitdsa igaz az a és B szdmokra. Tehét
a legnagyobb egész szdm, mely nem &ll el ax + Py alakban nemnegativ egész
x-szel és y-nal, pontosan a8 —a — 8 = a(b — a) — b. Minden ennél nagyobb
egész szam eldall tehdt ax 4+ Sy alakban nemnegativ egész x-szel és y-nal, s6t
még azt is feltehetjiik, hogy y < a, mert y > a esetén az a(xz + 5) + B(y — a)
alaku eldallitas is jo lenne.



Most tekintsiink egy tetszdleges N > ab — a — b egész szdmot. Meg fogjuk
mutatni, hogy ez el6dll ax + by alakban nemnegativ egész z-szel és y-nal. Ele-
gend6 csak az olyan N szdmokkal foglalkoznunk, melyekre N < ab — b, mert ha
N > ab—0, és ha N —a el6éll ax 4 by alakban nemnegativ egész x-szel és y-nal,
akkor N = a(x + 1) + by.

Tehdt ab—a —b < N < ab—b. Mivel

(ab—a—-0)—(a(b—a)—b) =ala—1)

ezért a(b—a) —b < N —a(a — 1); kovetkezésképpen N — a(a — 1) eldall az + Sy
alakban nemnegativ egész z-szel és y-nal, azaz

N = ala—1)4azx+ By (1)
= ala—1)4+ax+ (b—a)y
ala—1+z—y)+by

Tekintettel arra, hogy még azt is feltehettiik, hogy y < a — 1, megkaptuk az N
szdm egy alkalmas el6éllitdsat, hiszen a — 14+ 2 —y > z.

Abbdl indultunk ki, hogy a tétel éllitdsa nem érvényes. De a fentiekben
tetszoleges N > ab — a — b egész szdmot eldallitottunk, tehdt csak akkor nem
lehet ab—a — b a legnagyobb szdm, ami nem &ll el6 az + by alakban nemnegativ
egész x-szel és y-nal, ha maga ab—a—b is el6dll ax+by alakban nemnegativ egész
x-szel és y-nal. Itt is feltehetjiik, hogy vy < a — 1. Ugy fogunk ellentmondésra
kilyukadni, hogy elédllitjuk az af — a — 8 szdmot is ap + [Fq alakban valamely
nemnegativ egész p-re és ¢g-ra. Tudjuk, hogy

aB—a—pf = ab—a—-b—ala—1) (2)
= arx+by—ala—1)
= ar+(a+By—ala—1)
= a(l+z+y—a)+Py
Maér csak azt kell megmutatnunk, hogy 1+ x 4+ y — a > 0. De ha ez nem lenne
igy, akkor
l4+z+y—a< -1
és
al+z+y—a)+ Py <—a+ Py

lenne, amibdl — (2) miatt —
af—a—B<Py—a

azaz a—1 < y kovetkezne. Azonban a—1 > y, tehdt y = a—1és 1+x+y—a = —1.
Ez utébbi viszont lehetlen, mert 1+ 2 + (a — 1) —a = —1, azaz x = —1 jonne
ki. Ezzel az 1. tétel bizonyitdsa befejezd6dott. W



Hogy fenti bizonyitas konstruktiv jellegét szemléltethessiik, a fenti példdn meg-
mutatjuk, hogyan fizethet6 ki pontosan 50000 forint. Mivel

2769
193

50000 — 47231 = 2769 és ~14.3

ezért elegendd megmutatnunk, hogy
50000 — 14 - 193 = 47298

forint kifizethetd. Most

a = 193

b = 247

B = b—a=247—193 =54
ala—1) = 193-192 = 37056

Azt kell tehdt csak megkeresniink, hogyan fizethet® ki 54 forintot éré és 193 forin-
tot érd pénzekkel (mindegyikbdl természetesen nemnegativ egész szdm egységnyit
véve) a

47298 — 37056 = 10242

forintra rigé pénzosszeg. Marmost

54-193 —-54—-193 = 10175
10242 — 10175 = 67
67
— =~ 1.2
54
10242 —1-54 = 10188

Ezért elegendd 10188 forintot kifizetni 54 és 193 forintot éré pénzegységekkel.
Az \ij szereposztds a kovetkezo:

a = 54

b = 193

B = b—a=193—-54=139
ala—1) = 5453 =2862

Azt kell tehat csak megkeresniink, hogyan fizethetd ki 54 forintot érd és 139
forintot érd pénzekkel a
10188 — 2862 = 7326

forint érték. Mdrmost

54-139-54-139 = 7313
7326 — 7313 = 13
15 < 1
54



Tehat most 7326 forintot kell kifizetni.
Az \ij szereposztas a kovetkezo:

a = b4

b = 139

8 = b—a=139—-54=285
ala—1) = 54-53 = 2862

Azt kell tehdt csak megkeresniink, hogyan fizetheté ki 54 forintot érd és 85

forintot érd pénzekkel a
7326 — 2862 = 4464

forint érték. Mdrmost

54-85—-54 -85 = 4451
4464 — 4451 = 13
2o
54

Tehat most 4464 forintot kell kifizetni.
Az 1ij szereposztds a kovetkezo:

a 54

b = 85

B = b—a=85-54=31
ala—1) = 5453 =2862

Azt kell tehdt csak megkeresniink, hogyan fizetheté ki 31 forintot érd és 54

forintot érd pénzekkel a
4464 — 2862 = 1602

forint érték. Mdrmost

31-54—-31—-54 = 1589
1602 — 1589 = 13
13
— 1
31 ©
Tehat most 1602 forintot kell kifizetni.
Az \ij szereposztds a kovetkezo:
a = 31
b = 54
B = b—a=54-31=23
ala—1) = 31-30=0930



Azt kell tehdt csak megkeresniink, hogyan fizetheté ki 23 forintot érd és 31
forintot éré pénzekkel a
1602 — 930 = 672

forint érték. Mdarmost

93.31-93-31 — 659
672659 — 13
13
13 1
23 <

Tehét most 672 forintot kell kifizetni.
Az 14j szereposztas a kovetkezo:

a = 23

b = 31

8 = b—a=31-23=38
ala—1) = 23-22 =506

Azt kell tehdt csak megkeresniink, hogyan fizethetd ki 8 forintot éré és 23 forintot
ér6 pénzekkel a
672 — 506 = 166

forint érték. Mdrmost

8-23-8-23 = 153
166 — 153 = 13
13
— 1.6
3 <
166 —1-8 = 158
Tehat most 158 forintot kell kifizetni.
Az \ij szereposztds a kovetkezo:
a = 8
b = 23
f = b—a=23-8=15
ala—1) = 8-7=056

Azt kell tehdt csak megkeresniink, hogyan fizethet6 ki 8 forintot éré és 15 forintot
ér6 pénzekkel a

158 — 56 = 102
forint érték. Mdrmost
8-15—-8—15 = 97
102—-97 = 5
5
- < 1
8



Tehat most 102 forintot kell kifizetni.
Az \ij szereposztas a kovetkezo:

a = 8

b = 15

B = b—a=15-8=7
ala—1) = 8-7=056

Azt kell tehét csak megkeresniink, hogyan fizethetd ki 7 forintot érd és 8 forintot
ér6 pénzekkel a

102 — 56 = 46
forint érték. Mdrmost
7-8—-T7T—-8 = 41
46—-41 = 5
5
- < 1
7

Tehét most 46 forintot kell kifizetni.
Az 1ij szereposztds a kovetkezo:
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Azt kell tehét csak megkeresniink, hogyan fizethet6 ki 1 forintot ér6 és 7 forintot
ér6 pénzekkel a
46 —42 =4

forint érték. Mivel mar van 1 forintosunk, ki tudjuk fizetni a 4 forintot igy:
4=1-447-0
Visszafelé haladva az (1) képlet alapjdn ezeket kapjuk:
4442 = 1-447-047-6=1-44+7-(0+6)

= 1 447-6=1-447-(442)
= (147)-447-2=8-447-2=146

46456 = T-248-448-T=7-2+48-(4+7)
= 7-248-11=7-2+8-(2+09)
(7T+8)-24+8-9=15-2+8-9 = 102



102+56 = 15-2+8-948-7=15-248-(9+7)
15-248-16=15-2+8- (2 + 14)
(154+8)-2+8-14=23-2+ 8- 14 = 158

158 +8 = 8-14+23-24+8=8-(14+1)+23-2
— 8-15+23-2=166
166 +506 = 8-15+23-2+423-22=8-15+23-(2+22)
= 8.15+23-24=8-15+23-(15+9)
(8+23)-15+23-9=31-15+23-9 = 672
6724930 = 23-9+31-15+31-30=23-9+31-(15+ 30)
= 23.9+431-45=23-9431-(9+36)
(23+31)-9+31-36=54-9+ 31 - 36 = 1602
1602 + 2862 = 31-36+54-9+54-53 =31-36+54- (9 +53)
= 31-36+54-62=31-36+ 54 (36+ 26)
(31 +54) - 36 4 54 - 26 = 85 - 36 + 54 - 26 = 4464
4464 42862 = 85-36+ 5426+ 54 -53 = 85-36 + 54 - (26 + 53)

85-36+54-79=285-36+ 54 - (36 + 43)
(854+54) - 36 + 54 - 43 =139 - 36 + 54 - 43 = 7326



7326 + 2862 = 13936+ 54-43+454-53 =139 -36 4 54 - (43 + 53)
139 -36 + 54 - 96 = 139 - 36 + 54 - (36 + 60)
(139 4+ 54) - 36 + 54 - 60 = 193 - 36 + 54 - 60 = 10188

10188 + 54 = 193 - 36 + 54 - 60 + 54 = 193 - 36 + 54 - 61 = 10242

10242 + 37056 = 5461+ 193 -36 + 193 - 192
= 54-61+193-(36+192)
= 54-61+193-228
= 54-61+193- (61 + 167)
= (54+193) 61+ 193167
= 24761+ 193167 = 47298

47298 42702 = 24761+ 193-167 + 193 - 14
247 - 61+ 193 - (167 + 14)
247 - 61 4 193 - 181 = 50000

Most vagyunk tehdt készen a példdval: 50000 forintot 181 dolldrként plusz
61 eurdként lehet pontosan kifizetni.

Barmennyire is hosszadalmas volt az eljardsunk a konkrét példén, azért a
javasolt médszeriink egy hatékony eljaras! Ez azt jelenti, hogy nem lényegesen
lassabb, mint a relativ primség ellenérzésére szolgalé euklideszi algoritmus.

2. Tétel (a Sylvester—Curran Sharp-tétel kovetkezménye) Ha n > 3, tovdbbd
a1, as, ..., a, pozitiv egészek és relativ primek, akkor létezik olyan legnagyobb
egész szam, amely nem 4all el6 ayx1 +aszo + ... +a,x, alakban nemnegativ egész
T1,T2, ..., Ly szdmokkal.



Vildgos, hogy a tétel dllitdsdban megengedhetnénk az n = 1 ésn = 2 eseteket
is, hiszen az n = 1 eset trividlis, az n = 2 esetet pedig az 1. tétel adja.

A 2. tétel bizonyitdsa: Az aj+ag+...+a, 0sszeg értéke szerinti teljes indukciéval
bizonyitunk. Az a1 +as+...+a, < 2 eset nyilvanvalé. Akkor is készen vagyunk,
ha az

{a17 az, ..., an}
halmaz elemeinek szdma n-nél kevesebb. Feltehetjiik tehdt, hogy a halmazban
legaldbb 3 kiilonbozd szém van. Jelolje P az ay,ag, ..., a, szémok szorzatit. Az
indukcids feltevés alapjan létezik olyan () nemnegativ egész szam, hogy az

({ala A2y ey an} \ {amax}) U {amax - amin}

halmaz elemeibdl nemnegativ egész y; egytitthatokkal 6sszerakhaté minden Q-
ndl nem kisebb egész szdm. Most mar csak azt kell észrevenni, hogy barmely
S > @ + P egész szam osszerakhaté nemnegativ egész egylitthatokkal a

{a17 ag, ..., an}
halmazbdl, mert az S — P szamot ki tudjuk rakni a
({ala A2y ..y an} \ {alnax}) ) {amax - amin}

halmazbdl, s6t azt is feltehetjiik, hogy az amax — Gmin $28mot a P/amay szdmnal
kisebb egyiitthatéval kell venni — hiszen P/ayax 0szthaté minden olyan a;-vel,
melyre a; # amax —, s ha yo jeloli az apax — Gmin Szdm egyiitthatéjat S — P
osszerakdsdban, akkor

(amax - amin) Yo = Gmax¥0 — AminY0
és
P= Amin * (P/amin) > Qmin * (P/amax)
miatt az (S — P) + P = S szdm is 6sszedll nemnegativ egész egyiitthatékkal a
{a1,a9,...,an}

halmazbdl. Ezzel az 2. tétel bizonyitdsa befejezédstt. B
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