Haladvany Kiadvany 2007.12.27.

Szalkai Istvan: Egyenesektol val6 tdvolsdgokrol

A Ko6Mal 2005. janudri szdmdaban jelent meg az aldbbi probléma:

B.3788. Adott az ABC hdromszdg. Mi azon P pontok mértani helye a
hdromszdg belsejében, amelyeknek az AB oldal egyenesétdl mért tavolsdga szdm-
tani kozepe a BC és a CA oldalak egyenesétdl mért tdvolsdgdnak?

Mivel hasonlé feladatokkal rendszeresen taldlkozhatunk, vizsgaljuk meg a
problémét kissé dltaldnosabban is:

ALTALANOSITOTT PROBLEMA:

Legyenek adottak a stkon az eq,...,e, tetszoleges egyenesek, tovdbbd az
Q1,..,00 5 C  tetszoleges wvalds szdmok, ¢ > 0. Keresendo azon P pontok
mértani helye, amelyekre

op-di+...+a,-d,=c (1)

ahol d; jeldli a P pontnak az e; egyenestdl vald tdvolsdgdt. ([
Mint ” megszéllott” koordindtageometria-rajongd, gondolkodds nélkiil (1) azon-
nal a Hesse képlet jut eszembe:

Hesse: A P(xg,y0) pont elbjeles tavolsdga az Ax + By = C egyenestol

Axog+ By, — C
Noery 2R

ahol d elojele aszerint pozitiv vagy negativ, hogy P az eqyenes dltal meghatdrozott
félsikok kiozil abban van-e, amerre az (A, B) normdlvektor mutat. O

d =

A képletet altaldban csak roviden d = ““0227\/%;0‘ alakban idézik, azon-

ban nekiink most sziikségiink van az abszolitértékek felbontdséra.
A (1) feltétel tehat igy irhato:

3 (a) - Aiz+ By — Ci _
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attol fiiggden, hogy P éppen az egyenesek altal meghatarozott sikrészek koziil
melyik (véges vagy végtelen) sikrészben van (ezt mutatja «; eldjele).

A végeremény pedig azonnal latszik: minden sikrészben egy-egy egyenes-
darab (szakasz vagy fél- vagy egész- egyenes), amely egyenesdarabok a siktar-
tomany egyik hatdratél mésik hatdraig terjednek — sem tobb, sem kevesebb. Az
egyenesdarabok zartak, azaz a siktartomédny hatdraval valé metszetiik is a mér-
tani hely része. Pontosabban lehetnek olyan siktartomédnyok is, melyek iiresek
- nincs benniik egyetlen pont sem. [J

De ez nem szép megoldés, és nem adja meg az egyenesdarabok jellemzésését
sem.

Az dltaldnos problémétdl nem is varom el, hogy csak elemi geometriai teljes
és egyszeril diszkussziét taldljon. Par egyszerii, dltaldban is hasznos észrevételt
azonban taldltam.

Allitas: Ha P, és P, mindketten kielégitik a (1) feltételt (azaz elemei a
mértani helynek), ugyanabban a stkrészben vannak, akkor a PP egyenesnek
a megadott stkrészbe esb teljes darabja (a Py Py szakaszon tuli része is, egészen
a stkrész hatdrdig) a mértani helynek része.

Vigydzzunk: az &llitdsbél nem kovetkezik, hogy a meértani hely minden
sikrészben legfeljebb csak egy egyenes(darab)! Miért nem lehet tobb szakasz
is? Sajnos (2) nélkiil nem tudom.

Bizonyitas: Egyszerfien csak a parhuzamos szelok tételét kell alkalmaz-
nunk. Jelolje dl(l) és dz(-l) a Py illetve a P, pontoknak az e; egyenesektdl valé
tdvolsdgait. Ha a P pont u : v ardnyban osztja a P) Ps szakaszt (ha nem beliil
van, akkor u és v koziil valamelyik negativ), akkor P -nek az e; egyenestol valé
tavolsdga

v - dz(l) +u- d§2)

dij= ————
u—+v

a feltételek szerint
o ~d§1) 4oty -dV =c

o ~d(12)+...+an-d;2) =c

oty illetve i -szereseit Gsszeadva éppen a (1) feltételt

és a fenti egyenletek
kapjuk. O

A fenti &llitdas egyébként még hasznunkra is valhat: mindossze csak a sik-
darabok hatdrain, vagyis az egyenesek szakaszain kell a mértani hely pontjait
megkeresniink, és a fenti dllitds szerint az Oket 6sszekotd szakaszok alkotjak a
(teljes) mértani helyet. O

Geometriailag az a legérdekesebb, hogy az egyes esetekben milyen alakzatok
jonnek ki.

Mér n = 2 esetén is a teljes diszkusszié kellemes hétvégi (Komal) feladat,
izelit6iil par gondolat.



Legyen az egyenesek metszéspontja M (a parhuzamos esettel most nem
foglalkozunk). A mértani hely mindenképpen M -re (kdzéppontosan) szim-
metrikus alakzat.

Ha o3, as > 0, akkor ¢ = 0 esetén nyilvan csak az M pont a mértani hely.

Tehdt ¢ > 0. Ekkor aj, g > 0 miatt M kozéppontd paralelogrammat
kapunk, melynek csicsai M -t6l ¢/aq illetve ¢/a; tdvolsdgra vannak.

Ha a3 > as és ¢ = 0 akkor M -re illeszkedd két, egymadsra merodleges
egyenes (azaz négy félegyenes) a mértani hely.

Ha a3 > as és ¢ > 0 akkor e; egyenesen nincs pontja a mértani helynek,
mig es egyenesen két pontot konnyen megtaldlunk: M -t8l ¢/a;q tévolsdgra
vannak amiket jeloljiink @1, Q2 -vel. E két pontbdl kiindulé félegyeneseket
kapunk mértani helyként, melyek e; -gyel nem parhuzamosak és nem is metszik
ey -et.



