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Hujter Mihély: Egy 115 éves feladat kapcsan

Ezernyolcszazkilencvennégyben jelent meg az akkor még csak masodik esz-
tendeje Gy6rben Arany Ddniel altal kiadott, kés6bb vildghiriivé valt Kozépisko-
lai Matematikai Lapok folyéiratban a kovetkezd tétel a bizonyitdsdval egyiitt:
Ha 2cos? = u+ % akkor egyidejiileg 2cosnd = u™ + u%, barmily egész szam
legyen is n.

Természetesen n = 0 és n = 1 esetén az &llitds semmitmondd, és negativ
n-ekre ugyanaz, mint pozitiv n-ekre. Tehdt csak azt kell igazolni, hogy n =
2,3,4, ... esetén fennall
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A sasszemfiiek észrevehetik, hogy itt gond lehet paros n-re, hiszen pédros n
esetén a szdmtani és mértani kozép kozti Osszefiiggés alapjén u' + u% > 2,
mikozben 2cosntd < 2. Réjoviink, hogy bizony a KosMal elfelejtette megem-
liteni, hogy mikozben ¥ egy valds szdm — mindenki erre gondol —, akézben u
egy komplex szam, rdaddsul 1 abszolit értékii. De semmi gond, ilyen komplex
értelemben az &llitds igaz.

Itt emlitjiik meg, hogy hasonlé dllitds van érvényben koszinusz helyett kosz-
inusz hiperbolikusz esetén is, de ott nem kell kilépniink a valds szdamok korébol.

Nem meglepedés, hogy a K6MalL bizonyitédsa teljes indukciéval torténik. Itt
most — lényegében — megismételjiik a bizonyitast, de tigyeliink arra is, hogy
egy forditott iranyu &llitast is bizonyitsunk:
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A forditott irdnyud allitds is semmitmondé n = 0 és n = 1 esetén; n helyett
—n-et irva pedig ugyanazt dllitja, mint n-re (ez utébbi esetben természetesen
k=0,-1,—-1,...,1 —n). A fenti halmaz n = 2 esetén csak a cos? és a — cos?
elemeket tartalmazza.

A bizonyitdsban az n = 2 esettel kezdett a KsMalL, bar kezdhette volna
az n = 0 és n = 1 esetekkel is, de azokat Arany Dénielék feltehetéen tulsa-
gosan is kozonségesnek gondoltdk. (Ne feledjiik, akkoriban még javaban vik-
toridnus korszak volt; Viktéria kirdlyné hatalmas birodalma trénjan ilt éppen!)
A cos 29 = 2cos? ¥ — 1 6sszefiiggés alapjan 2cos? = u + % esetén
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A régi KoMalL szerint most jon az indukciés 1épés n = 2, 3,4, ... esetén n-rél
n + l-re. Azonban a lek6zolt bizonyitds négyzetgyokok alkalmazdsét is igényli,
de ami még rosszabb, a négyzetgyokkel eldjelhibat is elkovet, hiszen egy helyen

azt latjuk, hogy
sint = v/1 — cos? 9



és egy ilyen lépésre — most mér két évszdzaddal fiatalabban — mi elégte-
lent adunk a hallgatéinknak. A KéMalL eredeti bizonyitdsat tehdt egy tjabbal
véltjuk fel! Csak annyit tesziink, hogy nem n-rél kdvetkeztetiink n+ 1-re, hanem
inkdbb n — 1-r6l és n-rél n + 1-re. Haszndlni fogjuk a

cos(n — 1)z 4 cos(n + 1)z = —2cosnz cosx
Osszefiiggest, amit hamar levezethetiink a kozismert cos(a — 3) és cos(a + f)

kiszémitasi lépleteibdl:

cos(nx —x) = cosnzcosx —sinnzsinc

cos(nx +x) = cosnzcosz + sinnzsinc
A KoMalL eredeti allitdsét tehat igy bizonyithatjuk n— 1-r6l és n-rél n+ 1-re:

2cos(n + 1)¥ —2cos(n — 1)d + (2 cos n?)(2 cos )
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A forditott irdny nem jon ki ennyire konnyen! Tekintsiik a
w = cos?¥ + isinv

komplex szamot. Most
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és igy a fentiekben mér bizonyitottak szerint

1
2cosnd = w" + —

wn
Tehdt ha 1
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és igy vagy w"™ = u” vagy w"u” = 1. Mindkét esetben w felirhaté tw alakban,
ahol t” = 1. Ezért
U+ % lw+ i
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Mivel ¢ és w is 1 abszolit értékii, ezért tw is, melynek valds része éppen a fenti
képlet jobb oldala. Itt tw valds része cos (19 + %) alaki valamely £ =0,1,....n
esetén, hiszen t" = 1. Ezzel a bizonyitds mindkét irdnyban kész.




A térgyalt tételeket felhasznédlhatjuk arra, hogy a trigonometrikus egyenlet
megolddsdt visszavezessiik egy komplex egyiitthatés polinom gyokeinek megk-
eresésére, mely sok szamitégépes programrendszerben viszonylag kénnyen lehet-
séges.

Tekintsiink egy példat:

A AR NN
R G

3
cos%x—i—?cos%x—i—?)cos%x—\/izo

Bevezetjiik a 2cos Tz = u + % helyettesitést, és és ezt nyerjiik:
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A polinom négyszeresét szorzatta tudjuk bontani:

(u? = v2u+1) <2u2+ <2+\/§+z‘ 2+\/32) u+2)
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Az els6 tényez6bol kapjuk a
2 cos Em =2
4
megolddst, ahonnét x értéke mér konnyen meghatdrozhato:

2| € {1,7,9,15,17, ...}

A midsik két tényezd gyokei is meghatarozhatok, azok koziil azonban egy-egy

abszolit értéke 2-nél tobb, a maradék egy-egy gyok abszolit értéke pedig %—nél

kevesebb. Az eredeti, az x-re vonatkozé egyenletnek tehdt nincs tobb megoldasa.



