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Haladvany Kiadvany 09.10.11
Hujter M.: Minden nem egyenlészari derékszogii haromszognek
megvan a maga hiperboldja

Tekintsiik azt a derékszogii hdromszoget, melynek egyik csicsa O, az origg,
egy mdsik csicsa A(1;0), a harmadik csicsa pedig B(0;b) valamely 0 < b < 1
esetén. Kifelé minden oldalhoz, mint alaphoz egymassal hasonlé egyenlészéaru
héromszogeket illesztiink. Ezen 1j hdromszogek kiilsd csticsait 6sszekotjiik az
eredeti hdromszogben az dtellenes csiccsal. Ismert tény — és konnyen el-
lenérizhet6 is —, hogy ez a hirom egyenes egy ponton megy at. Jelolje ezt a
kozos pontot Q. Itt most megmutatjuk, hogy a @ pont mértani helye egy olyan
hiperbolaiv az origé és az eredeti hdromszog silypontja kézott, mely hiperbola
egyenlete:

2
$2—y2+<b—2b>zy—x—|—by—0

Bizonyitas: Az nyilvdnvald, hogy a fenti egyenletii hiperbola dtmegy az origén
is és az S (%, g) sulyponton is, hiszen

b 1 b
- _Z Z_9p). 24 =
9 9 + <b > 9 3 + 3 0
Az is vildgos, hogy a @ pont mértani helye az OASB konkdv négyszog belse-

jében van. Ha az egyenld szdrd haromszogek szarak kozotti szoge majdnem 7,
akkor a @ pont nyilvan S kozelében van. Ha pedig a szdrak kozti szog nagyon



kicsi, akkor nyilvian @ az origé kozelében van. A szdrak kozti szog folytonos val-
toztatdsdval egy folytonos gorbét kapunk O és S kozott. Itt most az a dolgunk,
hogy kimutassuk: ez a gorbe egy hiperbolaiv.

Ismert képlet, hogy az (zo;y0) és (z1;y1) nem azonos pontokon dtmend
egyenes egyenlete:

(¥ — o) (w1 — 20) = (Y1 — Yo) (= — T0)

Most az OA befogbéhoz kifelé rajzolt egyenldszéri hdromszog harmadik cstcsa
valamely PA(%, —p) pont pozitiv p-re. A hasonlésdgok miatt az OB befogéhoz
kifelé rajzolt egyenldszdri haromszog harmadik csicsa: Pg(—pb, %) Tehét a
BP4 egyenes egyenlete:

1
(y=b)(5 = 0)=(-p—b)(z-0)
Ugyszintén, az APp egyenes egyenlete:

(v~ 0)(=pb—1) = (5 ~0)(a — 1)

Az egyenletrendszer megoldasaként kapjuk @ koordinétdit:

S b+ 2b%p
~ 3b+4p+ 4bp? + 4b2p
b2 + 2bp
y =

3b + 4p + 4bp? + 4b%p

Most keresiink egy olyan
2 —q +roy+scr+ty=0

egyenlet{i hiperbolat, ami dtmegy a @ ponton, és a q,r, s,t paraméterek értéke
csak b-t6l fiigg. A p paraméter kovetkezd polinomjdanak kell azonosan nulldnak
lenni:

(b+2b%p)? — q(b* + 2bp)? + (b + 2b%p) (b + 2bp)
+(s (b+2b%p) +t (b* + 2bp))(3b + 4p + 4bp® + 4b°p)
= 4b (2sb* + 2tb) p°
+ (250 + 2tb) (4b° + 4) — 4bq + 46°r + 4b (tb* + sb) + 4b*) p?
+ ((tb” + sb) (4% +4) + 7 (2b* + 20%) — 4b%q + 3b (256> + 2tb) + 4b%) p
+b°r — bq + 3b (tb* + sb) + b
Tehat ugy kell megvélasztanunk a g, r, s, t paraméterek értékeit, hogy csak b-t61
fiiggjenek, és teljesiiljon:
4b (2sb® + 2tb) =
(25b + 2tb) (4b? + 4) — 4b>q + 4b°r + 4b (tb* + sb) + 4b"
(tb* + sb) (4b +4) + 7 (2b* + 2b%) — 4b%q + 3b (2sb” + 2tb) + 46° =
bir — b'q + 3b (tb* + sb) + b =

o O O O



Bdmulatos szerencsénkre megoldést taldlunk:

2
qg=1, T:5_2b’ s=-1, t=0b

Tehat a keresett hiberbolaegyenlet:

2
x2y2+<b2b)zyx+by—0

Ezzel a bizonyitédst befejeztiik.

Fenti eredményiink kapcsolddik két fiatal kollégénk tudomanytorténeti dol-
gozataihoz. Kiss [1] kimutatta, hogy a ) pont — mint hdrom szakasz kozos
metszéspontja — létezik még nem derékszogii haromszog esetében is. Szmerka
[2] olyan pontot — az ugynevezett izogondlis pontot — vizsgalt, melybél nézve
a hdromszog mindharom oldala egyenld szog alatt latszik. Derékszogli hdrom-
szog esetében az izogondlis pont is rajta van az dltalunk tekintett hiperbolaiven,

hiszen az izogondlis pontot a p = 73 paraméterértékre kapjuk a

b+ 2b%p b% + 2bp
Tr = =
3b + 4p + 4bp? + 4b2p Y= Sb 1 dp + abp? 1 40%p
képletekbél:
b+ /32 b? 4+ /3b

Y

xr = =
2v/3 + 3b+ (2v/3 + 3)b2 2v/3 + 3b + (2v/3 + 3)b2

Ez a pont azonos azzal, melynek a hdrom haromszogcesicstél mért tavolsagosszege
minimélis. Ha b — 1, akkor ez a pont tart ahhoz a ponthoz, melynek minkét
koordindtdja: 3_—6\/5.

J6 kérdésfelvetés, hogy mi torténik a @ ponttal, ha nem kifelé, hanem befelé
vessziik fel az egyenld szdru haromszogeket, azaz ha p negativ. Specidlisan, ha
p = %b, akkor Q = A lesz. Nem meglepetés, hogy ez a pont is rajt van a
hiperbola ugyanazon dgan. Léthatjuk: _76 < p < 0 esetén a hiperbola S és
A kozti ivét kapjuk. Természetesen a hiperbola folytatédik p < _71’ esetén is.
A @ ponton dtmend hirom tekintett egyenes parhiizamossa valik, ha a fenti

képletekben a 3b + 4p + 4bp? + 4bp nevezéd nullsvd valik, azaz ha

1 1
bl 4k -1

2

p:

Ezen két érték kozti p-kre a () pont a hiperbola madsik agdra ugrik at. Ez a
mdsik 4g dtmegy a B ponton.



Probléma 1: A b paraméter mely értékére gorbiil meg legjobban a fent tekintett
hiperbolaiv, azaz milyen b-re és p-re (p > 0) tdvolodhat el @ leginkdbb az O-bdl
indulé silyvonaltol?

Probléma 2: Geometriailag mi felel meg a hiperbola csicsainak, fékuszainak,
tengelyeinek, aszimptotainak és az aszimptotak metszéspontjanak? Mi felel meg
a hiperbolédhoz az O, A, B pontokban htizott érintéknek?

Probléma 3: A @ pont akkor is egy hiperbolaiven mozog-e, ha a B pontot
levessziik az y-tengelyrdl és jobbra vagy balra tessziik fix helyre, mikézben O és
A ugyanaz marad, de a haromszog most sem lesz egyenldszari?
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Fiiggelék
A tekintett hiperbola b = % esetén a kovetkezd egyenletet és alakot nyeri:
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