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Napjainkban a nem egész szdmok leggyakrabban tizedes tort alakban keriil-
nek a szemiink elé, de ismerjiik a valddi és a vegyes tortek fogalmét is, de ritkdn
még az altort fogalmaval is taldlkozunk. Az ¢ékori Egyiptomban csak olyan
torteket tekintettek, melyek szamldléja 1; csak egyetlen kivételt engedtek meg:
%. J6l ismerték és hasznaltdk a 32 + 42 = 52 osszefiiggést, de még ezt is:
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Ez utébbibdl — mivel % = % meglehetdsen kicsi — nyerhetd V3 kozelitése:

22
1 1
32— - — —
V3 5 15
Azaz ) 1
2-V3m -+ —
V3 5+15

Jelen dolgozatban ezt a becslést pontositjuk tetszdlegesen kicsi hibaval, de
tovabbra is csak a régi egyiptomiak altal is elfogadott tortek felhasznaldsédval:
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Ebben a képletben az elsé kivételével mindegyik nevezd 15 tobbszorose, ezért a
fenti képlet 15-szorose ezt jelenti:
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Itt a jobboldalon a di,ds,ds, ... nevezdk sorozata a kovetkezd szabdly szerint
képzodik:
dy = 1
dy = 52
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Teljes indukciéval konnyen ldthats, hogy a d,, szdmok mindegyike egész, s6t az

el6zbének tobbszorose, hiszen
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Innét mér az is konnyen lathaté, hogy a fenti sor konvergencidja meglehetésen
gyors. Mindent 6sszevetve az eredeti egyiptomi képlet pontositdsara ezt kapjuk:

11 1 (1 1 1
2—3———x/§ = ~(+ + +>

15 15 \52 140504 = 1025791 884208
_ 151
15 d,

Az érdekesség kedvéért megemlitjiik hogy az eredeti egyiptomi képlet relativ
hibdja:
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Ugyanakkor a >, d— sorbdl csak az els6 hdrom tagot kiszdmitva a kozelités
relativ hibdja:
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A fent bejelentett képletek bizonyitdsdra tekintsiik a kovetkezd an,, by, c,
sorozatokat n = 1,2,3,...-ra
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Bizonyitas. Elég teljes indukciéval megmutatnunk, hogy b, = /¢,. Az
n = 1 eset rendben, hiszen
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Most feltessziik, hogy b, = \/c,, ¢s igazolni akarjuk, hogy b,41 = \/Cry1.
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ezért elég azt beldtni, hogy

2 2
bn - bn+1 = Cn = Cn+t1

Mérmost
bi - b?wrl = (bn - bn+1)(bn + bn+1)
1 1
S )
@142 ApGp41 @102 Aplp41
1 2
= () (2a1a2 c A pa1by — 1)
a1ag -+ Aplp41

és

1 ? 1
Cn — Cpy1 = _— 1-—
a1ag -+ Qp an+1
1 S
= -_— — 1
<a1a2...anan+1> (an+1 )

2
1
_ 2
- (@2 -1)
a1G2 ** ApAn41

Elegend6 tehat azt megmutatni, hogy
2a1a9 -+ - apap41by, = aiﬂ
azaz hogy
2a1a9 - - an(a2 - 2)b, = (a2 — 2)2

azaz hogy
2a1a9 -+ - apby, = apy1

Ez utébbi &llitast is teljes indukciéval bizonyitjuk, azaz hogy k = 1,2, 3, ...
esetén
2a1a2 - - - apby, = Qg1

A k =1 eset rendben, hiszen
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Tovédbba k = 2,3, ... esetén
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Ezzel az Allitas bizonyitasat befejeztiik.

Ko6vetkezmény.
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Ha nem ragaszkodunk az egyiptomi toértekhez, akkor a fenti képletbél v/3-ra
tetszOlegesen nagy pontossagu altort alakd kozelitést nyerhetiink. Példdul az
utolsé képlet kiirt tagjaibdl ezt nyerjiik:

V3~ 1420536 136 104 448 487 712 806 401
™ 7820146920 573 494 197 299 310 240

Ennek a kozelitésnek a relativ hibdja mindossze:
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A kiindulasi v/3-kozelités % volt; a végteleniil pontosithaté kozelitéseket
tehdt igy nyerjiik:
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V3 ~ 20 1351 3050401 26650854921601
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V3 ~ 20 1351 3050401 26650854921601 1420536136104 448 487712806 401

15 1352 3650402 26650854 921602 1420536 136 104 448 487 712 806 402
1420 536 136 104 448 487 712 806 401
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Itt a szorzétényezok sorozata igy képzddik, hogy az djabb tényezoében a szdmlélé



mindig 1-gyel kisebb a nevezoénél, a nevezdk pedig igy alakulnak:

1352 2262
3650402 = 2-(1352 —1)?
26 650854921602 = 2- (3650402 — 1)2
1420 536 136 104 448 487 712 806 402 2 - (126650 854921602 — 1)?

Nem véletlen, hogy ezek a szdmok a tovdbbiakban is véltakozva 402-re és 602-
re végzddnek; kovetkezésképpen a tényezdk szamliléja viltakozva 401-re és
601-re végzodik. Azon se lepddjiink meg tehdt, hogy a v/3-at kozelitd fenti
dltort-sorozatban a szdmlaléban is és a nevezdben is az utolsé harom szdamj-
egy periodikusan ismétlédik. Es miért a 26-tal kezdddik minden? Taldn mert
3% —1=26.



