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Néhény kutaté szerint Serenus kétezer éve, azaz Krisztus utdn 10 koriil
sziiletett. Itt most felelevenitjiik az egyik tételét, és adunk arra egy modern
bizonyitdst. Végiil egy feladara alkalmazzuk a tételt

Tekintsiink egy ABC haromszoget, és az AB oldalnak a B ponton tuli
meghosszabbitdsan egy P pontot. Majd vegyiink fel az AC illetve a BC oldalak
belsejében egy A’ illetve egy B’ pontot tigy, hogy A’,B’,P egy egyenesen legyenek.
Majd tekintsiink egy-egy @ illetve Q' pontot az AB illetve az A’ B’ szakasz belse-
jében gy, hogy az

AQ-BP =AP-QB

és az
AIQI B/P: A/P'Q/B/
egyenléségek koziil legalabb az egyik fennall. Allitjuk — ez lényegében Serenus

tétele —, hogy a Q,Q’,C pontok akkor és csak akkor vannak egy egyenesen, ha
mindkét fenti egyenldség fennall.

Megjegyzés: Az elsd egyenléség jelentése az, hogy a @) pont az AB szakaszt
AP : BP aranyban osztja, és hasonléképpen a masodik egyenldség jelentése az,
hogy a Q' pont az A’ B’ szakaszt A'P : B' P aréanyban osztja.

Bizonyitastechnikai okokbdl vegyiink fel az ABC héromszog belsejében egy S
pontot gy, hogy a SP egyenes egyik oldaldra keriiljenek az A, A’, B, B’ pontok



mind, a mésik oldalra pedig a C pont. A SP egyenesnek az AC illetve BC sza-
kaszokkal valé kozos pontjat jelolje A” illetve B”. Az A’ B” szakasz belsejében
vegyiik fel a Q" pontot tgy, hogy az az A” B szakaszt AP : B”P ardnyban
ossza.

Most el8szor megmutatjuk, hogy ha AQ - BP = AP - QB, akkor Q" rajt van
a QC egyenesen, nyilvin a QQC szakasz belsejében. Ugyanigy bizonyithato,
hogy a A'Q' - B'P = A'P - Q'B’, akkor Q" a Q'C szakasz belsejében van.
Mésodszorra megmutatjuk, hogy ha Q" rajt van a QC szakaszon, akkor fennall
AQ - BP = AP - QB. Ugyanigy bizonyithat6, hogy ha Q" rajt van a Q'C
szakaszon, akkor fenndll A’'Q’ - B'P = A'P - Q'B’. A négy &llitdsbél pedig
lathatéan kovetkezik Serenus tétele.

A kijelolt két dllitast koordindtageometria segitségével bizonyitjuk. Felhasznaljuk
azt a tényt, hogy az affin transzforméciok egyenestartok és egy-egy egyenesen
hdrom pont egymdskozti tdvolsdgainak ardnyat is megtartjik. Ezért alkalmas
affinitas alkalmazdsa révén feltehetjik, hogy P az origé, C koordinatai: (¢;0),
az AB egyenes meredeksége 1, az A pont koordinédtédi: (a;a), a B pont ko-
ordindtdi: (b;b). Azt is feltehetjiik, hogy a > b > 0 és hogy a+b =1 = ¢. Most
az AQ-BP = AP-QB egyenltség azt jelenti, hogy a @ pont koordinatai: (g¢;q),
ahol (a —q)b = a(q—b). Figyelembe véve, hogy a+b =1, az (a—q)b = a(q—1)
egyenléség azt jelenti, hogy ¢ = 2ab. A szédmtani és mértani kdzepek kozti kapc-
solat alapjdn g < %, ha AQ - BP = AP - QB. De annyi mindenképpen teljesiil,
hogy 0<b<g<a=1-b<1

Most el6szor tegyiik fel, hogy AQ - BP = AP - QB. FEkkor QC szakasz
meredeksége:

q 2ab 2a(1 — a) 2a* — 2a

q—c:2ab—c:2a(1—a)—1_2a2—2a+1

Jelolje s a PS egyenes meredekségét. Nyilvan 0 < s < 1. Mivel a CA
egyenes meredeksége —— ezért az egyenlete:

a—c’

a ar —a

(x—c)=

a—c a—1

y:

Most y helyére sz-et irva megkapjuk az A” pont z-koordinatajdt:
a
a+8s—as
Hasonléképpen a B” pont z-koordindtdja:

b B l1—a
b+s—bs 1l—a+as




Mivel a Q" pont az A”B" szakaszt A”P : B”P ardnyban osztja, ezért a Q"
pont z-koordindtdja:

2 l1—a a
l—a-+as a+s—as o 2a(1 — a)
l—a_ 4 __a T 20+ s+ 2a2s — 2as — 2a>

l—a-tas at+s—as

és s-szer ekkora az y-koordindtaja. Kovetkezésképpen a Q”C egyenes meredek-
sége:

2a(1—a)
2a+s+2aa25—(1228—2a2 _ 2a% — 2a
20(1-a) 1 24 —2a+1

2a+s+2a2s—2as—2a?

Val6ban megegyezik tehdt a QC egyenes meredekségével, tehat Q" tényleg rajt
van a QC szakaszon.

Forditva, tegyiik fel, hogy a ¢ z-koordinatdji Q" rajt van a QC szakaszon.
A Q"C egyenes meredeksége:

sq”’ 2a% — 2a

¢'—1 2a2—2a+1

Ezért a QC egyenes egyenlete:

2a% — 2a

LT
5% 2a1 1@V

y =
Ebbe behelyettesitve az x = y = q értéket:

202 — 2a
.
d 57 20319V

g = 2a—2a®>=2ab

és igy val6ban fenndll, hogy az AB szakaszt a ) pont PA : PB aranyban, azaz
a : b ardnyban osztja.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyezziik még, hogy Serenus tétele alapjén konnyen bizonyithatd, hogy
a mésodik dbrdnkon szerepld kozépso sziirke haromszog hasonlé az eredeti, nagy
héromszoghoz, az oldalak paronként parhuzamosak, és a hasonlésdg ardnya 1
az 5-hoz. Az dbra a silyvonalakkal és a csicsokbdl a szemkozti oldalak har-
madolépontjdhoz hizott egyenesekkel késziilt. Az is levezethetd, hogy a piros,
a sarga és a zold teriiletek egyforman g részei a sziirke kézponti teriiletnek, és
az eredeti haromszogbdl szinteleniil hagyott részek is g részét jelentik az eredeti

héromszognek.






