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A K�oz�episkolai Matematikai Lapokban p�ar hete jelent meg a k�ovetkez}o azonoss�ag bizony��t�asi feladatk�ent:
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Bizony��t�as: Legyen j = 1; 2; :::; k eset�en #j =
(2j�1)�
4k+2 �es zj = cos#j + i sin#j . Most el}osz�or megmutatjuk, hogy
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M�asodszorra bizony��tjuk, hogy (1) bal oldala �eppen
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V�eg�ul megmutatjuk, hogy (3) m�asodik tagja pontosan k. Ennek a h�arom azonoss�agnak a kombin�al�asa kiadja (1)-et.

Mivel zj � 1
zj
= 2i sin#j , ez�ert (2)-h�oz el�eg azt megmutatni, hogy 
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Vegy�uk �eszre, hogy a bal oldalon egy teleszk�opikus �osszeg j�on ki, nevezetesen z2k+1j � z�2k�1j . Node a zj komplex sz�am

de�n��ci�oj�ab�ol l�atszik, hogy z2k+1j = i2j�1. K�eszen vagyunk (2) bizony��t�as�aval, hiszen

z2k+1j � z�2k�1j = i2j�1 � i1�2j = (�1)j � i�1 � i � (�1)�j = (�1)j+1 � 2i

M�asr�eszt (2)-b}ol azt kapjuk, hogy (1) bal oldala ez:
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Ha ezt kifejtj�uk, akkor a z1; z2; :::; zk �es a v1 = z
�1
1 ; v2 = z

�1
2 ; :::; vk = z

�1
k hat�arozatlanoknak egy polinomj�at nyerj�uk. Minden

�x j-re a z0j = v0j = 1 �osszesen 2k + 1 alkalommal fordul el}o; az �osszes j-t tekintve inn�et nyerj�uk (3) els}o tagj�at. Egy �x

n 2 f1; 2; :::; 2kg sz�amra z2nj is �es v2nj = z�2nj is �osszesen 2k+1�n darabsz�amszor j�on el}o. Teh�at megkapjuk a (3) azonoss�agot.
V�eg�ul megmutatjuk, hogy
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Az egyszer}ubb jel�ol�esek �erdek�eben haszn�aljuk a w = z21 = cos
�

2k+1 + i cos
�

2k+1 jel�ol�est. A fenti k�eplet ��gy ��rhat�o:
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Megvizsg�aljuk a bal oldalon a
Pk

j=1 w
n(2j�1) k�epletr�eszletet. Mivel w2k+1 = �1, ez�ert a m�ertani sorozat �osszegk�eplete alapj�an
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Hasonl�oan kapjuk, hogy
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Teh�at
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Ebb}ol m�ar nyilv�anval�o a (4) azonoss�ag, mindazon�altal (1) bizony��t�asa is k�esz.

�Erdemes megvizsg�alni az (1) k�eplet n�eh�any speci�alis eset�et.
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Fokokban ki��rva:
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1

sin2 50�
+

1

sin2 70�
= 36� 1

sin2 10�

k = 7
7X
j=1

1

sin2 (2j�1)�30

=
1

sin2 �
30

+
1

sin2 7�30
+

1

sin2 11�30
+

1

sin2 13�30
+ 16 = 112
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Ennek a k�epletnek az �erdekess�ege az, hogy mivel �
34 szerkeszthet}o k�orz}ovel �es vonalz�oval, ez�ert a fenti tagok egyenk�ent is

kifejezhet}ok a n�egy alapm}uvelet �es p�ar n�egyzetgy�okjel seg��ts�eg�evel.
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Itt minden sz�og 3�200 t�obbsz�or�ose (p�aratlanszorosa).
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Ez az utols�o k�eplet fokokban ��rva �es a szek�ans f�uggv�enyt alkalmazva nagyon sz�ep alakot nyer:

sec2 4� + sec2 8� + sec2 12� + :::+ sec2 84� + sec2 88� = 1012

�Erdekes, hogy a sz�ogek �osszege is �eppen 1012�.


