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A Kozépiskolai Matematikai Lapokban pér hete jelent meg a kdvetkezd azonossag bizonyitasi feladatként:
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Bizonyitds: Legyen j = 1,2, ...,k esetén ¥; = % és zj = cos¥; + isind;. Most elészor megmutatjuk, hogy
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Mésodszorra bizonyitjuk, hogy (1) bal oldala éppen
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Végiil megmutatjuk, hogy (3) mdsodik tagja pontosan k. Ennek a hdrom azonossignak a kombindldsa kiadja (1)-et.

Mivel z; — - = 2isind;, ezért (2)-hoz elég azt megmutatni, hogy
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Vegyiik észre, hogy a bal oldalon egy teleszképikus Osszeg jon ki, nevezetesen 22t — 2=2*=1 Node a z; komplex szdm
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definiciéjabdl latszik, hogy 2; . Készen vagyunk (2) bizonyitdsdval, hiszen
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Miésrészt (2)-b6l azt kapjuk, hogy (1) bal oldala ez:

Ha ezt kifejtjik, akkor a z1, 29, ..., 2k és a vy = zfl, Vg = z;l, e, U = z,;l hatarozatlanoknak egy polinomjat nyerjik. Minden

fix j-re a z? = U? = 1 osszesen 2k + 1 alkalommal fordul eld; az Osszes j-t tekintve innét nyerjik (3) elsd tagjat. Egy fix
n € {1,2,...,2k} szdmra ZJQ" is és UJQT' = zj_2" is Osszesen 2k+1—n darabszamszor jon elé. Tehdt megkapjuk a (3) azonossigot.
Végiil megmutatjuk, hogy
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Az egyszeriibb jelolések érdekében hasznaljuk a w = 27 = cos sngT T U cos g Jjelolést. A fenti képlet igy irhato:
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Megvizsgaljuk a bal oldalon a Z képletrészletet. Mivel w —1, ezért a mértani sorozat Gsszegképlete alapjan
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Hasonléan kapjuk, hogy
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Tehat
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Ebbdl mér nyilvénvald a (4) azonossig, mindazondltal (1) bizonyitésa is kész.
Erdemes megvizsgalni az (1) képlet néhdny specidlis esetét.
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Fokokban kiirva: 1 1
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sin?18°  ~ sin2(3-18°)
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Fokokban kiirva:
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sin? 50° + sin? 70° sin? 10°

k=7 :
1 1 1 1 1
> : = + + + +16 =112
. 2j—1)m 20w 2 7T 2 117w 2 137w
= sin? % sin® g5 sin” 45 sin® 55 =0
Fokokban kiirva:
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sin?42°  sin?78° sin?6°  sin” 66°
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Ennek a képletnek az érdekessége az, hogy mivel 37 szerkeszthetd korzdvel és vonalzéval, ezért a fenti tagok egyenként is
kifejezhetok a négy alapmiivelet és par négyzetgyokjel segitségével.
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= sin2 (2‘7'5—41)1
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sin? =i sin? g—z sin? E—Z sin? 151—4” sin? % sin? 157% sin? 159—4” sin? ?—4” sin? 25%”
Itt minden sz6g 3°20" t6bbszorose (paratlanszorosa).
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Ez az utolsé képlet fokokban irva és a szekans fiiggvényt alkalmazva nagyon szép alakot nyer:
sec? 4° + sec? 8° + sec? 12° + ... + sec? 84° 4 sec? 88° = 1012
Erdekes, hogy a szogek Osszege is éppen 1012°.



