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Egy régi miiegyetemi tétel az oszthatdsdgrol

Hujter Mihély

Tisztelettel dedikdlva Reiman Istvdn miiegyetemi tandr tr 85. sziiletésnapjdra.

Legyen p egy rogzitett paratlan prfm! Tekinttink ag, a1, ..., ap—2 egész
szdmokat, és feltessziik, hogy ag nem oszthaté p-vel. Tekintjiik az

f(@)=ao+ax+...+ap_oxP?

polinomot. Megnézziik, hogy az x = 1,2,...,p — 1 szdmok koziil hany darabra
lesz f(x) oszthat6 p-vel. Ezt a darabszamot jelslje . Kénig Gyula (1849-1913)
és Rados Gusztdv (1862-1942) kozos tétele szerint

pptrp=p—1

ahol ¢ jeloli a (p — 1) x (p — 1) méretl aldbbi matrix rangjat modulo p:

aop [ ap—3 Ap—2
ap—2 ag - ap—yq4 Ap—3

a2 as - ao aj

aq as - Ap—2 ap

A métrix elsé sordban listdztuk a polinom egyiitthatéit, az alatta 1évé sorok
mindegyike pedig ciklikus eltoldssal kaphaté az elézobol. A féatléban tehdt
mindenhol ag van. A pu jelolést (illetve elnevezést) az indokolja, hogy Kénig
és Rados a Mtiegyetem professzorai voltak (st tobbszor rektorai is). A tétel
torténetérol csak annyit sikertilt kinyomozni, hogy a legkorabbi emlités 1882-bdl
val6 [1]. (Akkor Rados még a sziiletési nevét haszndlta: Raussnitz.)

Specidlis esetként kapjuk: Fgész x-re az f(x) szdmok kozott akkor és csak akkor
taldlunk p-vel oszthatdt, ha a mdtriz determindnsa oszthatd p-vel.



A fenti tétel nyilvdnvalé abban az esetben, ha az a;,...,ap—; szdmok min-
degyike oszthaté p-vel. A maradék esetekre pedig az éltaldnossdg korlatozasa
nélkiil feltehetd, hogy ag = 1. (Ugyanis ha ag nem 1 maradékot adna p-vel
osztva, akkor ezzel a maradékkal modulo p leoszthatndnk az f(x) polinomot,
és ez a leosztds a matrix rangjdt nem valtoztatnd meg, hiszen bdrmely k X k
méretil aldetermindns modulo p egy nemnulldval osztédna. A leosztds azt sem
valtoztatja meg, hogy egy konkrét a-re f(x) oszthaté-e p-vel.)

Nézziik a fenti tételt p = 3 esetén. A nemtrividlis esetek mindossze kétfélék:
f(z) =14z vagy f(z) =1+ 2z. A két esetben a métrix a kovetkezd:

1] 2 1]

Modulo 3 mindkét métrix rangja 1. Valéban, az 1+ 1 és 1 + 2 szdmok koziil is,
ésaz 1+2-1és 1+ 2-2 szdmok koziil is pontosan 1 darab oszthaté 3-mal.

Erdemes megjegyezni, hogy Kénig és Rados tétele nemcsak paratlan primekre
igaz, hanem az Osszes primhatvanyra is (ha a kitevo legaldbb 2). A polinomot,
a matrixot és a matrix rangjit is ilyenkor a p elemii szamtestben értelmezziik.
Példaul p = 4 esetén lényegében kilencféle nemtrividlis polinomunk van, ahol a
szamtest elemei: 0,1, s,t:

1+ 1+ sx 1+ 22
1+ sxz? 142+ 22 1+ 2+ sa?
l+sz+a? 14+szx+sz? 14 sx+ta?

A legutolsé esetben a métrix ez:

~+ = ®»

t

s
S 1
Emlékeztetiink rd, hogy a 4-elemfi szdmtestben 1 +1 = s+ s =t +t = 0,
s+t=1,1+s=t s-s=t, s-t=1,1-t=s, ezért a fenti matrix rangja 1.
Tehst most azt llitja a tétel, hogy f(z) = 1+ sz +tz? esetén az f(1), f(s), f(t)
testelemek kozott kétszer lehet 0. Valéban, f(1) =0, f(s) =0, f(t)=1.

Konig és Rados tételének érdekes specidlis esete a kovetkezo: Tekintsiink
egy legfeljebb tizjegyli N pozitiv egész szamot tgy, hogy az utolsé szamjegye
l-es, a tobbi szédmjegy pedig mind 0-s vagy 1l-es. Most tekintsiik ugyanezt
a szamalakot kettes, hdrmas, ..., kilences szdmrendszerben is. Jelolje u azt,
hogy ezen kilenc szdm koziil hany darab oszthaté 11-gyel. Jelolje tovdbbd a



szamjegyekbdl a fentiek szerint készitett 9 x 9 méretit matrix rangjat r. Allitds:
u+ 7 =10, ha sem N nem oszthaté 11-gyel, sem a szdmjegyeinek 6sszege; ha
mindkét oszthatésdg fenndll, akkor p + r = 8, egyébként pedig pu+r = 9.

Példa: N = 1001001001. Ezt a szdmalakot 2-es, 3-as, ...,9-es szdmrendszer-
ben értve és visszairva 10-es szdmrendszerbe, tovidbbd primhatvany-tényezdkre
bontva ezeket kapjuk:

1422420427 = 32.5.13585
143343543 = 23.5.7.73

1443 +45 449 5-13-17-241
1+5% 455 +5° 22.32.7.13-601
1+6%46°+6° 7-13-31-37-97
L+ +7047° 24.52.13.43-181
148485 +8° 3%.5-13-19-37-109
1492495497 = 2%2.5.41.73-6481

Ezen szdmok egyike sem oszthaté 11-gyel.
A megfelel6 matrix ez:

1001001001
1100100100
01 100100710
0011001001
1001100100
01001100710
0010011001
1001001100
001001007110
(001001001 1]

Ennek a matrixnak az dsszes egész szdmok gyf{iriijében értelmezett determindnsa
0, de ha az utols6 sort és az utolsé oszlopot elhagyjuk, akkor a determinéns
2 lesz. Mindazonéltal modulo 11 értelmezve a métrix rangja 9. Tehdt most
w+r=0+9=9. Ugyanakkor N = 1001001001 = 7-11-13-101-9901, és N
szamjegyeinek Osszege 4.

Végezetiil megadjuk Kénig és Rados tétele dltaldnositdsdnak egy bizonyitdsat.
Rogzitett tehat egy p > 3 primhatvany, és tekintjiikk a p-elem{i szdmtesten
értelmezve az

flz)=ag+a1x+...+ ap,gmp_Q

polinomot, ahol ay # 0 és az aq,...,a,—2 testelemek kozott is legaldbb egy
nemnulla van. A polinom foka tehdt legaldbb egy és legfeljebb p — 2. Nyilvdn
0 nem gyske a polinomnak. A nemnulla testelemek koziil még legaldbb egynek
kell lenni, ami nem gyok, hiszen a gyokok darabszéma legfeljebb a polinom



foka. Soroljuk fel a szdmtest nemnulla elemeit az x1,x2,...,2,-1 sorrendben,
ahol hédtul vannak a polinomgyokok. Ezekbol a testelemekbdl készitsiik el az
ugynevezett Vandermonde-féle matrixot, azaz azt a (p — 1) X (p — 1) méretli

V' métrixot, melyben a k-adik sor j-edik eleme 3:?_1. Legyen tovabbd A az a
(p—1) x (p — 1) méretlt métrix, melyben az i-edik sor k-adik eleme a;ig—_2
ahol ap—1 = ag, ap = a1, ap41 = a2, ..., A2p—a = ap_3. Vegyik észre, hogy

ez a matrix a Kénig-Rados-tétel eredeti kimonddsdban szereplé matrixtél csak
annyiban kiilonbozik, hogy a sorok permutdlva vannak. Tehdt az A ma&trix
rangja is r¢. Azt kell megmutatnunk hogy a polinom nemnulla nemgyokeinek a
darabszdama is éppen 7y.

A bizonyitds kulcsa az az észrevétel, hogy az AV métrixszorzat specidlis
alakd. Az vildgos, hogy az AV szorzat elsd sordnak j-edik eleme éppen f(x;).
Fermat hires ,kis” tétele miatt pedig mindegyik xf 1 = 1. Ezért az AV métrix
mésodik, harmadik, ..., utolsé soraiban a j-edik helyen &ll6 elemek szorzata
éppen xj_l—szerese a felette dll6 métrixelemnek. Tehat ha valamely x; gyoke a
polinomnak, akkor az AV szorzatban az egész j-edik oszlop csupa nulla.

Tekintettel az ismert tényre, hogy a Vandermonde-madtrix invertdlhaté, azt
kapjuk, hogy az AV métrix rangja is r¢. Itt tartunk tehdt: a polinom nemnulla
nemgyckeinek darabszédma, legaldbb ry.

Hagyjuk el az AV métrixbdl a csupa nulla oszlopokat és a métrix aljardl
ugyanannyi darab sort. Jelolje U a megmaradt négyzetes métrixot. A bizonyitds
befejezéséhez elegendd azt megmutatnunk, hogy U determindnsa nem nulla.

Az U mitrix els6 sordt tekintve vildgos, hogy

det(U) =[] f£a;)- det(W)
f(z;)#0

ahol a W madtrix i-edik sordnak k-adik eleme éppen :z:,lc_i. Mivel W is egy

Vandermonde-métrix, készen vagyunk.

Koszonetnyilvanitas: Hala illeti Csizmadia Akost, aki a muze4lis értékii Raussnitz-
cikket beszerezte.
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