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dr. Szalkai Istvan: Szemléltetés és becsapas
szalkai@almos.uni-pannon.hu

Optikai csalodasokhoz hasonloan matematikai csalédasok is 1éteznek, sokszor talalko-
zunk veliik. Sajnos az sem ritka eset, hogy ezeket fel is hasznaljak gyanutlan emberekkel
szemben, legyiink tehat eldvigyazatosak!

Az alabbi Osszeallitast igyekeztem tigy megfogalmazni, hogy minimalis (4ltaldnos- vagy
kozépiskolai) matematika tudassal is érthetd legyen.

Mennyire ingadozik?

Egyik reggel két kiilonbozé hangvételi Gjsagcikkel talalkoztam, ugyanarrol (!) az
eseményrdl szenzacioztak, de még hogyan!? "Mdr hetek ota alig mozdul!™ - hangoztatta az
egyik, és a baloldali abran valdban lapos a gorbe. "Ekkora ingadozast régen lattunk™ - igy a
masik, és a a jobboldali grafikonon valdoban hatalmas ugrast és siillyedést latok. Mi tehat az
igazsag?
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Ha alaposabban szemiigyre vessziik a két grafikont, lathatjuk, hogy valéban ugyanazokat az
adatokat abrazoljak, csak fiiggélegesen Osszenyomva az egyiken, jol széthizva a masikon. A
fliggbleges tengelyen a beosztasok is stirlibbek vagy ritkabbak (kisebb vagy nagyobb az egy-
ség). EZ az optikai csalodas, pontosabban optikai csalas magyarazata! A fenti ujsagcikkek
ir6i vagy maguk is becsapodtak, vagy tudatosan valasztottak az egyik vagy masik grafikon-
tipust illusztracionak!

Kedves Olvasom,a jovOben ne hagyja magat igy megtéveszteni! A tengelyeken vett beosz-
tasok mellett 1ényeges a mértékegység is: ezer mm ugye nem sokkal tobb egyetlen km -nél?!

Hasonlitsuk 0ssze az alabbi két grafikont is! Amig az egyiket szemléljiik, takarjuk le egy
kis papirral a masikat, és forditva!
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fme a masik (fentit letakarni!):
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A beosztasok ugyanakkordk a fiiggéleges tengelyeken, st a két szines grafikont egymasra
is tehetjiik, masolhatjuk, egybevagoak. Miért latjuk mégis az als6 abrat kevésbé hullamozni,
mint a fels6t? Mert az also, vizszintes (X) tengelytél messzebb vannak a szines gorbék, igy
jobban érzékeljiik az abrazolt mennyiség nagy méretét és a hozza képest (valoban) aranylag
kicsi ingadozast. A felsd abran pedig a fiiggéleges tengely beosztdsa rogton 180000 -nél
kezdddik, ezért keriilnek a szines gorbék nagyon kozel a vizszintes tengelyhez, tdvolodasuk
is legalabb ennyi, és ezért érezziik a hullamzast ardnylag nagynak! A valosagot pedig a méso-
dik abra kozeliti jobban: minden mennyiséget a 0 -hoz kell viszonyitani! Az els6 abrat a hely-
takarékossag indokolja, de tudatdban kell lenniink a valosagot torzitd hatasaval!

A fenti torzitasok (manipulaciok) széles korben ismertek a szakirodalomban, "hazugsdag-
faktor" -nak (-tényezonek) nevezik. Ugyanazokat a valos adatokat mutatja mindegyik grafi-
kon, csak mas sulyozdssal, mas talaldssal! Nekiink sem art felkésziilniink, alaposan oda-
figyelniink a részletekre: - a fliggdleges tengely beosztasaira!

Az el6z6 problémakban emlitett torzitas nem ujkeletil, csak szandékos megtévesztd haszna-
lata ellen van kifogasunk! Alabb néhany "békésebb" felhasznalasaval foglalkozunk.

Torzitasok

A legegyszerlibb torzitas tigy jon létre, hogy egyik és masik iranyban a nagyitds mér-
téke nem ugyanakkora, mint példaul henger alaku tiikrok esetében (példaul a budapesti Vi-
damparkban lathatok az Elvarazsolt kastélyban, de magunk is készithetiink ilyen tiikroket:
henger alakt doboz koré ragasszunk dvatosan alufoliat.)
Foldrajzi atlaszokban talalkozhatunk ilyesmikkel a leggyakrabban. Példaul f6ldrészek vagy
tengerek domborzati hosszmetszetében vizszintesen és fiigg6legesen rendszeresen kiilonb6z6
egyseégeket valasztanak.
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Nyilvanvaloan csak igy fér ra a rajz a konyv lapjaira, de a hegyek és tengeri arkok vonulatai
(felfelé vagy lefel¢) és gorbiiletei jOl szemléltethetdek. Pontosabban, a tobbszdz kilométeres
(vizszintes) foldrész vagy tenger esetében a magassagi (fliggdleges) eltérések dsszehasonlit-
hatatlanul aprok: még a 10 kilométert is alig érik el! Ezt a valosagot lekicsinyitve a tobbszaz
cm vonalon kellene észrevenniink az 1-2 cm fliggdleges ingadozasokat!

Sok helyen lathatunk domboru varos- vagy Magyarorszag térképet: itt is a vizszintes (asz-
tallap sikja) és fliggéleges méreteket kell modositani a fentiek miatt.
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Hasonl6 okok miatt nem teljesen aranyos (hasonlod) kicsinyitést alkalmaznak a jatékvas-
utakndl, példaul szemmel lathatoan a sinek és a kerekek peremei aranytalanul nagyok a jaték-
kocsik méreteihez képest. Ez a torzitds egyrészt onnan ered, hogy az asztali sinpalya arany-
talanul rovid az allomasokhoz, tereptargyakhoz és a vonathoz képest (kicsi az asztal). Ha a
kocsik sebessége aranyos lenne a sinpalyahoz, akkor nagyon lassan kozlekednének a vona-
tok: legalabb 10-20 perc alatt jutnanak el az asztal egyik végérdl a masik végéig. Tehat a ja-
tékvonatok szokdsos sebessége aranytalanul nagy, ami miatt meg kellett ndvelni a kerekek
peremeit €s a sinek magassagat is - de ez mar inkabb fizika.

Hasonl6 problémakkal taldlkozik az operatdr, aki tengeri csatat filmez viharos fiirdékadban.
Ennek technikai és egyéb részleteirdl sokfelé lehet olvasni, most inkdbb evezziink mas vizek-
re.
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Nem egyenletes torzitasok

A még nagyobb tavolsagok
(pl. kozmikus méretek) esetén mar
a tizedére- vagy ezredrészére tor-
ténd csokkentés sem elegendd. A
tér kiilonbozo részeit mas-mas 1€p-
tékben kell abrazolnunk, hogy min-
den lényeges részlet lathato legyen.
Nem kell Kecskemétre utaznunk
(bar érdemes!), hogy a Naprend-
szer bolygoinak modelljeit a varos
kiilonboz6 helyein felkereshessiik ,
elég ismét a foldrajzi nagy atlaszt
kinyitnunk.

Példaul a légkor (szférak) abraja-
nal a rajz also része 10km, a kove-
tkezé (ugyanekkora) rész mar 100
km, utana (ugyanekkora rajzon)
1000km, stb. kovetkezik. Nyilvan
a légkor felfelé rohamos ritkuldsa
az oka, hogy egyre nagyobb savot
tudunk / kell Osszestiriteni ugyan-
akkora rajzon!

No, ¢és a mindennapokban én mi-
kor utazom a Kozmosz vagy akar
csak a légkor magassagaiba? -
kérdezi kedves Olvasom.

Nézziik meg példaul az alabbi ismertetd abrat az atom- és rontgen- sugarzasokrol, amik
ugye gyakran érintenek hétkoznapi embereket. Mindkét sugéarzas elég veszélyes, mar az 1
millisievert alatti értékeket is pontosan kell mérniink. Azonban a 100 feletti értékeknél +/-
egy-két tucat millisievert mar se nem oszt se nem szoroz, itt lehet (s6t kell is) nagyobb 1ép-

tékben abrazolni!

SUGARDOZIS
Millisievert*®

2,4: atlagos éves
sugardozis

Sugarzasi szintek

1000/6ra: ezt mérték a 2-es reaktor
hitévizében marcius 27-én

3000:
Otvenszazalékos
tulélési esély

250: maximalis megengedett
vészhelyzeti sugarzasi szint

0,2: Tokio—New York a fukusimai dolgozéknak hagiglolgé('::
repll8it oda-vissza héten beliil

100: megné
arak veszélye

0,01:
fogréntgen

10 000

6,9: mellkasrontgen

50: megengedett éves sugardozisérték
az amerikai atomerémiivekben

700:
hanyas,
hajhullas
2-3 héten
belil

6000:
ekkora sugar-
doézist kaptak

a csernobili
er6mu dolgozoi;
egy hénapon
belul meghaltak

© GRAPHIC NEWS

170-180: ekkora sugardozis ért harom
munkast marcius 24-én Fukusimaban

350: ekkora sugarzast kaptak Csernobil lakoi,
akiket utana kitelepitettek a veszélyzonabol

Forras: IAEA, hirligynokségek *1 millisievert=1000 mikrosievert

Hasonl¢ torzitott abrazoldssal bizony sok-
felé talalkozunk, példaul a hangerdsség
(decibel) sem egyenletes mértékegység.
Minden grafikonon érdemes a skalabeosz-
tast is megnézniink, ne csak az dbra "szép-
ségében" gyonyorkodjiink!

A nem egyenletes torzitasokat nemlinea-
ris abrazolasoknak hivjak (szo6 szerinti for-
ditas).

Nem is olyan régen még minden papir-
boltban kaphattunk a milliméterpapirhoz
hasonlé logaritmikus- és szemi- (félig-)
logaritmikus- papirokat, ma az interneten
kell keresniink ilyesmiket, vagy a tulolda-
lon (sarga = szemi-, kék = logaritmikus).



Szemilogaritmikus és logaritmikus koordindtarendszer

A mérndkoket és a matematikusokat nem lepi meg, hogy az iskolasban megismert x, x° , 2*
¢és egyéb fiiggvényeket a hagyomanyos Descartes- koordinatarendszer helyett példaul szemi-
logaritmikus rendszerben felrajzolva egészen mas gorbéket kapunk:
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Kiilon témakor a linearizalas médszere: kiilonbozo fliggvénytipusok grafikonjai megfele-
16en torzitott koordinatarendszerben (papiron) abrazolva egyenesek, vagyis a fliggvények
"kiegyenesednek”. A fenti abran példaul a 2* “exponencialis" fiiggvény egyenesedett ki,
ami a szokasos koordindtarendszerben egy felfelé iveld gorbe. Ez pedig nagy segitség fiziku-
soknak, vegyészeknek, statisztikusoknak, mérnokoknek: a néhany mért és berajzolt értékhez
egyszeriien csak egy egyenes vonalzot kell illeszteni, €s maris megrajzolhato a fiiggvénygor-
be, sOt a vizsgalt jelenség adatai (paraméterei) is leolvashatok az &brarol. Persze, ma ezt mar
szamitogeép végzi (pl. Excell), de az elv még mindig a régi.

A linearizalas modszerrdl egy késobbi cikkiinkben irunk bévebben.



Pihenésképpen alljon itt két anekdota, vonalzokkal kapcsolatban. (Az Interneten egyszer(i
kereséssel tobb tucat helyen olvashatunk roluk.)

Carvonalzo

A Moszkva és Szent Pétervar (régebben Leningrad) kozotti vasutvonalat a térképen
is érdemes megszemlélniink: eqy Kis ujjnyi félkor kivételével egyenes. A hagyomany szerint
a Car tervezte a vasutvonalat: vonalzoval 6sszekototte a térképen Moszkvat és Pétervart. Az
épitkezéskor pedig még azt a goérbe vonaldarabot is hiien megvalositottak, ahol az atyuska
ujja lelogott a vonalzérol ... .

Sztalin kavéscsészéje

Moszkvéaban van egy kor alakii metrévonal
("Koltsevaya"), amit barna szinnel jelolnek. Ezt a
metrévonalat maga Sztdlin tervezte, méghozza gy,
hogy a térképre tette a kavéscsészéjét. Allitolag még
ceruza sem Kellett neki.




Koordinatarendszerek

Bizonyéra mindenki észrevette, hogy a foldrajzi Hosszusagi és Szélességi korok meg-
felelnek a derékszogii (Descartes-) koordinataknak, még a tavolsag- és szogképletek is "mii-
kodnek". Persze csak egy-két szaz kilométerig, mert ugye a Fold gombolyu.
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De mi a helyzet a polarkoordinata-rendszerrel, amit Toldi Mikiéssal szoktunk szemléltet-
ni: irany ¢és tavolsdg. Az elnevezés és a rendszer logikajanak magyarazatat ismét a foldrajzi
atlaszban talaljuk: a (geometriai) déli- vagy északi sarkon (pdluson) allva csak valamilyen
iranyba és valamilyen tavolsagra mehetiink. S6t, az iranyt jelz6 hosszusagi korok képei most
(is) egyenesek, a tavolsagot jelzo szélességi korok képei pedig a sark, vagyis az origd koriili
koncentrikus (egykozepil) korok:

Még szamtalan mas koordinatarendszert (ferdeszogii, stb.) hasznalnak a matematikai és
mérndki tudomanyokban, ezek leirdsara és hasznalatara mas cikkiinkben tériink ki.



Csokken a novekedés

Ismerdsom kérdezte teljes racsodalkozassal:
"Hogyhogy névekednek még mindig az arak, pedig allitolag az inflacio csokken!?"
Hasonlo6 kérdéseket hallottam mashonnan is:

"A part tamogatottsaganak csokkenése lassul, de mégis egyre kevesebb a szimpatizans" vagy
"a levego lehiilésének titeme lassul, de mégis egyre hidegebb van" vagy "az auto egyre las-
sabban halad, mégis egyre messzebb van".

Nos, mi is az "inflaci6"? Magyarul dremelkedés - amennyivel az ar né. Nézziink egy példat.
Ha a TV most 100ezer Ft, jové honapban 150ezer Ft, két honap mulva 175ezer Ft, akkor nyil-
vanvaloan végig novekedett az ara, vagyis végig volt inflacid. Azonban az els6 hénapban 50
ezer Ft, a masodik honapban mar csak 25ezer Ft volt az inflacié, ami valoban csokkent. Tehat
hidba csokkent az arndvekedés iiteme, attél még volt novekedés vagyis inflacio!

Hasonlé magyarazattal érthetjiik meg a tobbi, latszélagos ellentmondast is: ha valami val-
tozik (pl. levegé homérséklete, part tamogatottsaga), esetleg csokken, attol még 6 1étezik!
Ugyanez igaz a vdltozasokra is: az sem sziinik meg, még ha kicsit valtozik is (kisebb vagy
nagyobb lesz), attdl még valtozas marad, sbt a vdltozds eldjele (iranya) is megmaradhat!
Tehat az eredeti mennyiség kénytelen még mindig valtozni, rdadasul ugyanolyan iranyban
mint el6tte, csak esetleg kisebb mértékben.

A valtozo valtozasu mennyiségek grafikonjai tobbfélék lehetnek:

1.0 X X 1.0
y 10 05 0.0 0.0 05 1.0 ¥
0 0.0 vl 0.0 05
0.0 05 05 0.0
00 05 10 10 05 00

b 1.0 1.0 X

de figyeljiik csak meg: mindegyik valtozasanak irdnya (N6 vagy csokken) nem vdltozik!

Megjegyzés: A fenti jelenséget a matematika nyelvén "konvexitas-konkavitas'-nak hivjak,
bévebb magyarazatot példaul a Szerz6 [SzI1]-[SzI5] egyetemi jegyzeteiben talalhatunk, az
alabbi két mozgdkép is errdl szol:
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/derivalt_novekszik.avi

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/derivalt csokken.avi .

Nagyon sok fiiggvény nagyon "lapos" (majdnem vizszintes) tud lenni, mint példaul az
f(x) = x* + 7.5x* + 18x fiiggvény a -4<x<-1 intervallumon:

o+ 7554 +18x

T-10



http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/derivalt_novekszik.avi
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Pontos sz¢élséértékeit (maximum, minimum) a grafikonon lehetetlen megkeresni, akdrhogyan
is nyujtjuk meg vizszintesen vagy fiiggdlegesen a grafikont. Emiatt van sziikség felsébb ma-
tematikai analitikus eszkozokre, példaul a derivalasra.

A "kombinett" jaték

Szokés "15-6s" jatéknak is hivni: egy nagyobb négyzet alaku lapos dobozban 15 kis-
sebb (negyedakkora) négyzet falapocska van, és egy lires hely. A lapocskakat kiboritjuk a
dobozbol és Gssze-vissza tessziik vissza, mint példaul a bal oldali abran:
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Az iires hely melletti négy kis négyzet barmelyikét tetszés szerint tolhatjuk az iires helyre,
persze ekkor az tires hely is "odébb vandorol", és igy tovabb. Csak ilyan tologatasokkal (nem
ujabb kiboritassal) kell a kis négyzeteket sorba raknunk, mint a jobboldali abran.

Jatékprogramot, leirast, elméleti tételeket, stratégiat, elemzést is rengeteget taldlunk a vilag-
halon, leragott csont, nem szaporitjuk a szot. Példanak csak Csakany Béla [CsB], a Szerz6
[SzI0] miveit, [ET63/39] -t, vagy a http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/fifteen.shtml
cimet emlitjiik.

Azonban érdemes megszivlelniink a XIX. szdzad hetvenes éveiben tortént nagyon sok em-
beri tragédia tanulsagat! Sam (Samuel) Loyd amerikai rejtvényszerz6 matematikus (1841-
1911) az alabbi feladatot tiizte ki napilapokban a "15 Puzzle" jatékkal kapcsolatban, és 1000
(akkori!) dollart igért az elsd helyes megfejtésért.

Feladat: A lapocskak mind legyenek eredeti helyiikon, minddssze a két legutolso, a 14-es és a
15-6s legyen megcserélve. Csak tologatdssal cseréljiik vissza ezt a két lapocskat, a tébbi is
vegiil keriiljon vissza eredeti helyére!

Sajnos az Oriilet végigsoport egész Amerikan és Europan: emberek ezrei hanyagoltak el
vagy adtak fel munkahelyiiket, éjjelente utcai lampak fényénél probalkoztak, a tologatasok
sorrendjét probaltak memorizalni, soférok, pilotak, mérnokok, mozdonyvezetdk, hajosok
okoztak és szenvedetek rengeteg balesetet, farmerek hanyagoltak el allataikat, s6t a Német-
orszagi Reichstagban (Parlament) a képviseldk is csak ezzel foglalkoztak, Franciaorszaghan
tobb kart okozott mint a dohdnyzas és az alkohol egytittesen!

(Forras: http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Loyd.html .)

Sam Loyd 1000 dollarja ugyanis biztonsagban volt: a fenti feladat megoldhatatlan! Mate-
matikailag konnyen be lehet bizonyitani (tanitom is algebra 6raimon!), sét nagyon egyszeri
modszerrel barmelyik kezdd allasrol konnyen eldonthetd, hogy megoldhaté vagy sem:

Tétel: A 15-0s jaték pontosan akkor oldhato meg, ha a cserék (inverziok) szama péaros, felté-
ve, hogy az iires négyzet a legalso sorban van.

Hasonl6 moédszerrel lehet a Rubik Ernd féle Biivds kocka barmely allasarol (ha pl. szétesett
¢és csak Ossze-vissza raktuk Ossze) eldonteni, hogy visszaforgathato-e. Err6l részletesebben
példaul Csakany Béla [CsB] konyvében olvashatunk.

Ha az Olvasoét érdekli Sam Loyd néhany tovabbi rejtvénye, akkor "Cyclopaedia of 5000
Puzzles, Tricks and Conundrums” konyvét ajanlhatjuk, ami példaul az alabbi cimen talal-
haté meg: http://www.mathpuzzle.com/loyd/ .
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Valasztokorzetek

Fiigg-e a vdlasztas végeredménye attol, hogy hogyan osztjdk fel a varost vailasztoke-
riiletekre? Miért fiiggene, hiszen az X illetve Y pdrtokra szavazok szama nem vailtozik!

Nézziink egy egyszerti példat. Alljon a V varos négy varosi keriiletbdl: |, 11, 111, 1V, de csak
két valasztokeriiletre fogjak osztani, vagyis Osszesen két képviseldt valasztanak. Legyen a két
part neve X és Y, és tegylik fel, hogy az egyes varosi keriiletekben a partok tamogatottsdga az
abran lathat6 (ezer f6):

Melyik part gy6z ha a valasztokeriiletek felosztasa:

a) eset: A=1L ésIlker.,, B=1IL és IV., vagyis a két
valasztokeriiletet kelet-nyugati vonal hatarolja: A 5X
északon, B délen, 45Y

b) eset: C=1I ésIllL.ker., D=1 és1V., ekkor a két
valasztokeriiletet észak-déli vonal hatarolja: C nyu-
gaton, D keleten. 6X

Konnyti kiszamolni, hogy az 5Y

a) esetben mindkét valasztokeriiletben az Y part S58Y
gy6z (10>9.5 és 10.5>10, ezer f6), mig a

b) esetben a C valasztokeriiletben az X part gy6z v
(11>9.5), D -ben pedig Y jeloltje (11>8.5, ezer £6) ! D

Tehat igenis van jelentésége annak, hogy hogyan
0Sztjuk valasztokeriiletekre a varost, azaz a lakossdgot!

Ny

4 X

Felmeriil a kérdés: lehetséges -e olyan varos €s négy keriilet, amikor az egyik esetben az X
part, a masik esetben pedig az Y part nyer kétszer ?

Jeldlje X1, y1 az L. keriiletben az X ill. Y partra szavazok szamat, hasonldak legyenek az X,
Y2, X3, Y3, X4, Y4 szdmok. A kivant 6sszefiiggések:

(1) X1+X2>y1+Yz, X3+ X4>Y3+Yy

és

(2) X1 +X3<y1tVys, Xo+X4<Y2t+VYy.
Az (1) illetve (2) egyenlétlenségeket 6sszeadva kapjuk:
(3) X1+ X2+ Xz +Xg > Y1+Y2+Ys3+VYa,

és

(4) X1+ X2+ X3+ Xg > Y1+Y2+Y3+VYa,

nyilvanvaldan (3) és (4) ellentmondanak egymasnak.
A fenti szamolés azt mutatja, hogy az altalunk tekintett egyszerli "négy vdrosi — ketto va-
lasztdsi keriilet” modellben nem lehet egyszer az egyik, maskor a masik part kétszer nyero.

A bemutatott példa azért megdobbentd, mert roppant egyszerii! Minddssze nyolc, majd-
nem akarmilyen szam alkotja! A valdsag sokkal bonyolultabb lehet, rdadasul nem csak négy
varosi (vagy jarasi) kertiletbdl lehet valasztokorzeteket 1étrehozni, azaz egyik vagy madsik
partot eldnybe hozni ! Bonyolultabb modellekben ez viszont lehetséges, a talalgatasokat €s a
szamolgatasokat az Olvasokra bizzuk.

Norbert Herrmann [HN1] és [HN3] konyveiben valasztasok kiilonb6z6 értékelési modsze-
reit mutatja be.
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