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Négyzet kozepe szamtani és mértani kozepekkel

Hujter Mih&ly

Pér napja a kovetkez6 feladvanyt tiztem ki: Egy egységnégyzet kézepében négy
egyenessel (melyek paronként parhuzamosak) elbdallitottunk egy paralelogrammdt
az dabra szerint. Keresendd eqy képlet a k6zépso fekete paralelogramma teriiletére
x és y fiigguényeként. Megmutatandd, hogy ha x-nek és y-nak a szdamtani
kozepét rogzitjik, a paralelogramma akkor a legnagyobb teriletti, ha = = y.

(Segitseg: © =y = % esetén a paralelogramma teriilete: é)

Nem véletlen, hogy az z = y = % eset kiilon emlitve volt, ugyanis ez egy
ismert feladat. Megtalaljuk kdzépkori arab irdsokban, s6t Bolyai Farkas és Kénig
Dénes kedvelt feladvanyai kozott is. Ott van a huszonegyedik szdzadban kit{izott
feladatok kozt is, példdul a miiegyetemi Matematika Intézet honlapjin. Ez az
eset konnyen elintézhetd; nem gy az dltalanos viltozat.

Fogjunk hozzd a megolddshoz! Nyilvin 0 < z < 1és 0 < y < 1. Jelolje
t a keresett teriiletet, a az x és y szdmok szdmtani (aritmetikai) kozepét, és g
pedig az x és y szdmok mértani (geometriai) kozepét. A dolog érdekessége az
lesz, hogy t megformuldzhaté tisztdn csak a és g felhasznélasdval. A | vajtfil{t”



(pontosabban fiirtagyd”) olvasénak ez persze nem meglepetés, hiszen t-re a-
ben és y-ban szimmetrikus kifejezést remél; az ilyenekrol pedig joggal vdrjuk el,
hogy tisztén csak x +y = 2a és vy = ¢° felhaszndldssdval felirhatdk legyenek.

Most kellene kimondani a formulat! A szinpadi fesziiltség fokozdsa érdekében
ezzel még varunk! Elészor azt vdzoljuk, hogyan lehet felirni egy paralelogramma,
teriiletét. Ha adva van a parhuzamos oldalpdrok tévolsdga, m és n, tovdbba
a paralelogramma egy szoge, ¢, akkor konnyen lathatéan a paralelogramma
teriilete: mn/sind.

Ha az abran a fekete paralelogramma bal oldali szogét jeloli ¥, akkor ezen
szog felsd szardnak irdnytangense: 1/(1 — x), az alsé szdrdnak irdnytangense:
y—1. A két hegyesszoget a-val illetve 8-val jelolve azt kapjuk, hogy cota = 1—z
és tan 8 = 1 — y. Ezekbdl az ismert
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Ezekbdl azt kapjuk, hogy

sin? = sin®(a+ B) = (sinacos f 4 cosasin §)? =
= cos? asin? 8 + cos® Bsin® a + 2cosasinacos Bsin 8
1 1
= (1-— 1-—-
( 272m+m2)( 272y+y2)+
1 1 2(1—-2)(1—vy)

2-2r+a2 2-2y+4y2  (2—22+22)(2—2y+4?)
2—2z—y+ay)?
(2 =22+ 22)(2 -2y + y?)




A paralelogrammaénk parhuzamosainak tdvolsaga nyilvan x sin « illetve y cos 3.
Osszerakva képleteket:
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Mivel z + y = 2a és zy = g2, ezért
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Most mér latszik, hogy rogzitett a-ra g csokkenése t csvkkenését vonja maga
utdn. Tehdt a kozépso fekete teriilet akkor a legnagyobb, ha g a lehetd legnagy-
obb. A szémtani és mértani kozép kozti kapcsolat miatt tudjuk, hogy g < a, és
egyenloség csak az x = y esetben lehetséges.

Végkovetkeztetéséként kimondhatjuk tehat, hogy
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és itt egyenl6ség akkor és csak van, ha x = y.
Erdemes megnézni azt is, hogy mi van akkor, ha nem a szdmtani, hanem a
mértani kdzepet rogzitjiik. Hasonlé gondolatmenettel kijon, hogy ez esetben
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és itt egyenloség akkor és csak van, ha z = y.

Az olvaséra bizzuk annak eldontését, hogy milyen alsé vagy felsé becslés
adhaté a négyzet fekete kozepe teriiletének nagysdgédra, ha z-nek és y-nak a
négyzetes kozepét rogzitjiik.



