Haladvany Kiadvany 2012.06.20

Két kurtitott algé harmadfokiakra

Hujter Mihély

El6bb két specidlis harmadfokid polinom faktorizaciéjaval foglalkozunk, majd
az altaldnosakéval. Erdekesség, hogy nem hasznalunk komplex szamokat, mégis
az Osszes valés harmadfokid polinomegyenletet meg tudjuk oldani. Egy érdekes
geometriai kapcsolatot is felmutatunk olyan valés harmadfokuakra, melyeknek
a gyokei mind valésak: ilyeneket megoldani egy adott méretii szabélyos harom-
szog ligyes elhelyezésével lehet a koordindtarendszerben. Végiil egy szemrevalé
»Szemiiveg”-tdbldzatot is kozliink.

1.Tétel. Tetszoleges adott valés k-ra és minden z-re fennall
2® + 3z — 5dk = (z — 21) (2° + m1z + 27 — 3)

ahol

x = \3/\/3%2 + 1433k — f/\/?ﬁk? +1-33%

Megemlitjiik, hogy a fenti képletben a masodik kobgyok az elsének éppen a
reciproka.
2.Tétel. Ha ¢ adott valds szém, melyre || < 1, akkor minden z-re fennall
2? =3z — 20 = (z — 21) (2° + ;12 + 2] — 3)
ahol

arccos {
3

xr1 = 2co8

Elészor a 2. tételt bizonyitjuk. Felhasznaljuk az ismert

cos 3 = 4cos® p — 3cos p



azonossdgot. Ebbdl dtrendezéssel ezt kapjuk:
(2cos p)® —3(2cosp) —2cos3p =0

Ez azt jelenti, hogy
arccos /

-3
vélasztdssal ;1 = 2cos¢ gyoke lesz a x® — 3z — 2¢ polinomnak. Algebrai
alapismereteinkbdl tudjuk, hogy ekkor az 2% — 3z — 2¢ polinom faktorizdlhaté

(x — 1) (;U2 + max + n) alakban valamely alkalmas valés m,n szdmokra. Mivel
az

2® =3z — 20 — (z — 1) (2% + ma +n)
= (z1—m)z*+ (mxy —n —3)x + (nz; — 20)
polinom azonosan nulla, ezért m = x1 és

20 2cos3
n:—:M:ZlcosQ,@—?):x%—?)
1 2cos p

Ezzel a 2. tétel bizonyitdsat befejeztiik. Az els6 tételt pedig a késdbbiekben
altaldnosabb formdjdban bizonyitjuk majd.

Val6s s és t szamokra, ha t > — 52, tekinsiik az

xlzi’/s— t3+s2+<’/s+ 3 + s2

szédmot. Keresni fogunk hozzd egy olyan harmadfoku valés polinomot, melynek
ez az egyik valés megolddsa. A kényelmesebb jelslések érdekében legyen

;):\3/\/253—1—32—57 7‘:3\/t3—|—s2—|—s

ry=r—p, pr=t, 15 —p>=2s

Nyilvan

Most felhasznalva az

(r—p)° =r—p*=3(r—p)rp

azonossdgot azt kapjuk, hogy 23 = 2s — 3x1¢t. Ebb8l mér lathats, hogy x1 gyoke
a % 4 3tz — 25 polinomnak.

Nyertiink tehat egy médszert az x> +bx+c alaki valés egyiitthatés polinomok
egyik gyokének megkeresésére, ha 22b3 > —33¢2. A fentiek alapjdn az egyik

gyok:
3 /b3+c2+c 3 /b3+02 c
33 22 2 33 22 2




Most ratériink az 1. tétel bizonyitdsdra. Esetiinkben b = 3 és ¢ = —54k.

Tehat
T = {‘/\/1 + (27k)? + 27k — ii/ V14 (27k)2 — 27k

valéban gyoke a x® + 3z — 54k polinomnak, és gy felirthatjuk, hogy

z® + 3z — 54k = (z — z1) (22 + ma +n)
Mivel a két oldal kiilonbsége, azaz

2% + 3z — 54k — (z — 21) (2° + mz + n)
= (v1—m)z?+ (mxy —n+3)z+nx; — 54k

azonosan nulla polinom, ezért m = x ésn = 17 —3. Ezzel az 1. tétel bizonyitasit
is befejeztiik.

Most legyen q egy tetszdleges valds széam. Keressiink egy harmadfokud poli-
nomot, melynek az egyik valés gyoke

i/s— 3+ 52+ {/s-i— 3+ 52 —¢q
A fentiek alapjan ez a polinom nem lesz mas, mint
(z+q)?+3t(x+q) —2s=2°+3¢2> +3 (¢ +t) v+ ¢* + 3tqg — 2s

Ha tehdt keressiik az 23 4+ ax? + bx + ¢ polinom egyik valés gyokét, akkor olyan
s, t, q val6s szdmokra akarunk bukkanni, melyekre

3¢g=a, 3(F+t)=b F+3tg—2s=c

Azaz
g @ e b a
o T3 32

Ha ezeket a g, s,t értékeket befrjuk a

{/s— t3+32+</s+ 3+ 52 —¢q

képletbe, akkor megkapjuk a 3 4+ az? + bz + ¢ polinom egyik valés gyoket.
Nézziink egy példéat: % + 22 + x — %. Elészor megoldjuk a

3¢=1, 3(¢*+1t)=1, q3+3tq—23:?

egyenletrendszert, és megkapjuk, hogy



Tehat 5 )
5 o 2 5 11 33
Pre=lg) f\y) 57

tovdbbéa

o/5 V33 55 V33 01 VV3B+5-V33-5-1
nENE T et 37 3

33 33
Nézziink egy masik probat is! Tekintjiik az
A4+z+2))(x—4)=2>—-32> -3z —4

fépolinomot, és megnézziik, hogy a fenti médszerrel megkapjuk-e az egyetlen
valds gyokét, amit most konnyen ldtunk elére, hogy 4. Kiinduldsul megoldjuk a

3¢=-3, 3(*+t)=-3, ¢+3tqg—25s=-4

egyenletrendszert, és azt kapjuk, hogy

Mérmost

Rendben van! De tegyiink egy harmadik prébat is! Most tekintjiik az
(x—1)(z—2)(x —4) =2 — T2? + 142 — 8

polinomot, és kivancsiak vagyunk, megkapjuk-e az 1,2,4 szdmok valamelyikét,

mert ezek a gyokok. Eldszor megoldjuk a

3q=-T1, 3(q2—|—t)=14, ¢ +3tg—2s = —8

egyenletrendszert:
7 10 7

=% S= 5, t=——
1=73 27 9
Most a gond az, hogy nem teljesiil a t3 4+ s > 0 feltétel, tehdt a fenti médszer

nem mitkodik!

S



A tovébbiakban tehat feltessziik, hogy t> + s2 < 0. Ilyenkor a

f’/s— t3+s2+f’/s+ 13+ 52

képlet értelmezhetetlen valés szamokra, és ezért nem tudjuk megoldani az 23 +
3tz — 2s = 0 egyenletet. Mivel most ¢t < —v/s2 < 0, ezért /—t > 0, és igy az
y = x(—t)~/? helyettesitéssel az egyenlet az

(yvV/—t)* + 3t(yv/—1)*) —2s =0

-3/2

alakot nyeri, azaz y3 — 3y — 2s(—t) =0. A 2. tétel szerint ezt az egyenletet

meg tudjuk oldani; az egyik megoldés:
arccos (s(—t)~%/2)
3

Y1 = 2cos

Az 23 + 3tz — 25 = 0 egyenlet egyik megolddsa tehat

arccos (s(—t)3/2)

xr1 = 2v/—tcos

3
Az utolsé szampélddank esetében, amikor
-7 10 -7
q= 5 = 5= =
3 27 9

és 3/2
s(—t)_3/2 = 10 (7 = 10
27 \9 T

27\/7 COS 1 arccos ﬂ — ;7
3 3 7 3

Ennek a képletnek a pontos értéke éppen 4. Ha nem elégsziink meg a numerikus
szdmolds révén rendelkezésiinkre all6 kozelitoleges ellendrizhetdséggel, akkor a
teljes pontossdg érdekében ellendrizziik azt, hogy

2T T
3 3

akkor a megoldés

4

esetén

(1 10 )
Z = COS | — -arccos ——=
3 T

azaz



Azt kell tehat megnézniink, hogy

cosp = Wi
esetén fennill-e
cos3p = 10
T
Valéban
cos3p = 4cos®p —3cosp = (cos ) (4 cos? p — 3)

Végezetill megvizsgaljuk, hogy az 1. illetve a 2. tétel esetében mi a helyzet
a harmadfokud polinom tobbi valés gyokével, ha van neki egydltalan. Az els6
tétel esetében a harmadfoku polinom derivaltja: 322 4+ 1 > 0, tehét nincs tobb
valés gyok, csak x1. A 2. tétel esetében vildgos, hogy —2 < x; < 2. A
harmadfokinak mindhdrom gytke valés, hiszen a mésik ketté megkaphaté a
kovetkez6 képletekkel:

—.731—\/3(2—.731)(2+$1) —$1+\/3(2—l‘1)(2+$1)

T2 = 2 ) x3 = )

Ezeket gy kaptuk, hogy megoldottuk az 2% + z12 + 22 — 3 = 0 masodfokuit.

3. tétel. A 2. tételben szerepld polinom 3 gyskéhez van olyan szabalyos harom-
szog az xy koordindtarendszerben, mely hdaromszog kézéppontja az origd, a
hdrom csics z-kordinatédja pedig a fent kiszamolt x1, zo, x3. A szabdlyos harom-
szog koré frhaté kor sugara pedig pontosan 2.

Legyen ¢ = %‘M Mivel z1 = 2 cos ¢, ezért elegendd azt megmutatnunk, hogy

27 2
x2=2cos<<p+3), x3:2(;os<cp—3)

2 2w . . 27
4 cos <p+? = 4coscpcos?—4sm<ps1n?

Maérmost

= —2cosp —2V3singp
= —x1—+12—12cos?p
—x1 —/3(2 = 2cos ) (2 + 2 cos )
= —z1—+/32-21)2+z)
= 219




Az x3-ra vonatkoz6 azonossag hasonléan bizonyithaté. A szab&lyos harom-
sz0g oldalai konnyen lathatéan 2v/3 hosszisdguiak. A hdromszog éppen ¢ szdggel
van elforgatva ahhoz a szabédlyos hdromszoghoz képest, melynek egyik szimmet-
riatengelye az x-tengely.

A 2. és 3. tételek szovegkornyezetében tekintsiik azt az elforgatast, mely az -
tengely pozitiv felét tigy forgatja el az origé koriil, hogy az keresztiilmenjen fent
emlitett haromszognek az x1-hez tarsitott csicsdn. Ha ennek az elforgatdsnak a
szO0gét megharomszorozzuk, akkor az z-tengely ezen 1j elforgatottjanak keresztiil
kell menni azon a ponton, mely rajta van az x = 1 egyenletii egyenesen és az
orig6tol valo tavolsaga az z-tengely elforgatottjan eldjelesen értelmezve éppen
{. Kimondhatjuk tehdt, hogy vagy a

i/s— t3+52+</s+ 13 + 52

képlet alkalmazdsdval vagy pedig szogharmadolds révén meg tudunk oldani
minden harmadfokd polinomegyenletet, és nem kell nekiink sem a Cardano-
képlet, sem a komplex szamok ismerete, csak a valés szémokon végezhetd alap-
miiveletek.

A fenti szdmitdsainknak egy érdekes geometriai kovetkezményét is kiolvashat-
juk:

Legyen adva egy egyenes és azon hdrom kiilonb6z6 pont: X7, X5, X3. Ekkor
létezik egy olyan A; As As szabdlyos hdromszog, melynek kézéppontja éppen a
hérom adott pont suilypontja, és az adott egyenesen az A;-hez legkdzelebbi pont
éppen X;, j =1,2,3.

A bizonyitds gy jon ki, hogy az egyenes szdmegyenesnek tekintjiik, az O
silypontot origénak, az X, pontot z; valés szdmnak, és a fenti mdédszert al-
kalmazzuk az (v — x1)(x — z2)(z — x3) = 0 harmadfoku megolddsdra. Annak
kitalsldsat, hogy mekkora legyen az egység, az olvaséra bizzuk. Ugyszintén
annak kinyomozasdat, ki publikdlta elészor ezt a geometriai észrevételt.

Végezetill az 1. tétel néhdny specidlis esetét kiilon is kimondjuk, azaz
adunk olyan o szdmokbdl és f,(z) harmadfokd polinomokbdl allé pdrokat,
melyekre igaz, hogy az f,(x) polinomnak egyetlen valés gyoke éppen a megadott
o szémra o — 0! szdm. Ezeket a parokat egy tdbldzatban kozoljik és minden
pérhoz megadjuk a generdlé k értéket is. A tdblazatot ,szemiiveg”-tdbldzatnak
nevezem, és ennek az elnevezésnek az a prézai oka, hogy a

g—0



képlet gy néz ki, mint egy szemiiveg, és a tdbldzat adatainak megldtdsdra
el6szor ezt a szemiiveget” kell felvenni.

A tébldzatban kozolt adatok koziil taldn a k = 1/9 értékre vonatkoz6 a
legérdekesebb. Konkrétan: az a2 + 3z = 6 egyenlet egyetlen valés megoldésa:

V10 +3— /10— 3.

k o fo(x)

1 | V730427 | 2®+3z—54
—1 | YV70-27 | 2®+3z+54
3| 95 VVTB0 27 | o 43227
=L %ﬁi/\/ﬁ—w 2% + 3z 4 27
3 VV82+9 23 4+ 32 — 18
2| VVE2-9 a® + 32 + 18
2 | U5V13+18 | 4P + 3236
2| V5/13-18 | 2% +3x+36
% 3%@%/\/%4-9 23+ 3 —9
T | 95 VB -9 | 2P 43049
5 V10 + 3 23432 —6
2| YV10-3 a3 4 3z + 6
2 3BT+ 6 23+ 3z — 12
2| VYV3T-6 23+ 3z + 12




