Haladvény Kiadvany 2012.06.28
Pitagoraszi szamharmasok és specidlis 6todfoki egyenletek
Hujter Mihaly

A dolgozatot Piithagorasz hatvannyolcadik sziiletésnapjdara dedikdljuk.
(A dolgozat végén fog kideriilni, hogy miért pont erre a sziiletésnapra.)

Megmutatjuk, hogy ha
a® + b2 =¢?
és
45° = a?
akkor az x-re felirt
25 + 5523 + 552 =b
egyenletnek az egyik megolddsa:
SeFb— b
V2
Példaul az a = 64, b = 48, ¢ = 80 valasztédssal azt kapjuk, hogy s = 4 és igy az
2° 4+ 202% + 80z — 48 = 0

T =

egyenlet egyik megolddsa:

/80 4 48 — /80 — 48 <5 1>
T1 = =2(Vv2-
! 2

A bizonyitds sordn elészor tekintsiik az s = 0 esetet. Ekkor a = 0 és b = ¢,
tovabba az otodfokd egyenlet z° = b alakd, mig zq-re Vb jon ki, ami nyilvan
megoldds. A tovdbbiakban tehdt feltehetjiik, hogy s # 0.

Tekintsiik a z — s/z képletet

T+ V4ds + 2
2

z =

esetén:
s £L'+\/m 2s
z 2 s+ Vst a2
T+ V4s + 22 2s T —\4s + 22
2 _m—l—\/m.x—\/m
T+ V4s+z2  2s (a:—\/4s+a:2)
2 —4s

= T



Tehat az otodfoku egyenlet igy is irhato:

5 3
(z—i) +5s(z—§) +552(z—f)—b:O
z z z
Rendezve a fenti egyenletet ezt kapjuk:
20 b5 — 55 =0

Mérmost v = 22° jeloléssel az

azaz a
V¥ —2w+—b=0

egyenlet jon ki, melynek megoldasai: b+ ¢ és b — c. Tehdt u-ra a két megoldds:

v/ % és ¢ %. Mindazonaltal az elsé gytk esetében
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és a masodik gyok esetében hasonléan

s sfb—c 4] 2s°
LT 2 Vb—c
B i/bc {,/255 c+b
N 2 Vb—c c+b
B i/b—c §/235(c+b)
N 2 —a?
s c+b s/lc—b
B 2 Vo2
Megkaptuk tehdt az
s c+b s/lc—b
VT TV

megolddst, ahogyan azt allitottuk.



Ismeretes, hogy ha p(z) egy legfeljebb harmadfokd polinom, akkor az
z° + gzt + p(x) =0

egyenlet az
y=x+

(=2) alo-2)"ro-2) -

alaki egyenletté alakithatd, mely rendezve az

helyettesitéssel

v’ +r(y) =0

alakot nyeri, ahol r(y) egy olyan legfeljebb harmadfokui polinom, mely kénnyen
kiszamolhat6 a p(z) polinombdl. Ha most az r(y) polinom olyan specialitdssal
bir, hogy y? egyiitthatéja 0, y> egyiitthatéja pozitiv, és ennek az egyiitthaténak
a négyzete pont 6tszorose y egyiitthatdjanak, akkor az stodfokd egyenlet egyik
megoldasara képletet tudunk adni. Ekkor ugyanis a az 6todfoku egyenletiink

2
y5+my3+%y+k:0

alakot nyer; most pedig az

S =
b f—
c = k2 + 455

Twws

jelolésekkel a fent ismertetett médszerrel megkaphatjuk az egyik megolddst.
Nézziink egy példat:

x5 — 152* + 1002 — 36022 + 6952 = 600
Az y = x — 3 jelvléssel:
(y+3)5 —15(y +3)* + 100(y + 3)* — 360(y + 3) + 695(y + 3) = 600

azaz
y® 4+ 10y° + 20y — 27 =0

Tehdt most s = 2, a = 82, b = 27, ¢ = V/857. A fentiek szerint tehdt az
ostodfokuak egy-egy megolddsa:

Jetb JJe—b 5/ VBET42T 5/ \EET—27
o= 2 V2 T 2 2

\5/\/8574—27 _ is/\/857— 27 n
2 2

3

3] y1+3=



Megjegyezziik, hogy 35 +27 = 857 primszam, igy a képlet lényeges egyszerfisitése
reménytelen, csupdn csak kissé mdasképp frhato:

533 + V35 +27

g = B
2
T = 3+0—7
o

Végiil adésok vagyunk a cim alatti ajanlds indoklasaval. Ugy tudjuk, Piithago-
rasz Krisztus elott 582-ben sziiletett, tehat 2525 évvel ezel6tt volt

2012 — 1 + 582 — 2525 = 68 = 2217

éves. A pitagoraszi szémhdrmasok és koztiik kiilonosen az 6tos szam tdrsulnak

a nevéhez mérpedig
2525 = 52101

a kovetkezd érdekes tulajdonsdggal bir:

5 1
V2525 + ——
V2525

értéke nagyon kozel van 5-hoz. Ennek az az oka, hogy

5 5
<5+2¢ﬁ> +<52\/ﬁ) = 2525

és itt

5
521\ < 2 >5 B 2
2  \5++v21/ 2525+ 55121
4 4

<
5050 + 551v/84 5050 + 551v/81
4 1

10009 < 2500




