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Hét fokos hetedfokii azonossag

Geszler Dome és Hujter Mihédly

Bizonyitjuk a kovetkezot:

64 (sin” 7° + sin” 127° + sin” 247°) + 63sin21° = 0

Kiindulunk a kévetkez6 hdrom azonossagbol:

sin® z + sin 3z . . 3
— = sinz-sin’z
3
sin® x + sin 5z . .3 17 5
————— = sginz —4sin°z + —sin’x
5 5
.7 .
sin’ x + sin7x . . . .
— = sinz —8sin®z + 16sin®z — 9sin” z

Ezek atfogalmazdsai a kovetkezok:

3

sin3x = 3sinx —4sin”x
sinbz = b5sinz — 20sin®z + 16sin® x
sin7e = Tsinz — 56sin®z + 112sin® z — 64sin”

Az els6 jol ismert; allitélag mér Regiomontanus megtaldlta hatodfél évszazaddal
ezelott. Ha az elsd azonossdgba x helyett 5 — x kertiil, akkor ezt nyerjiik:

cos3z = 4cos®z — 3cosx
Az addicios képletekbdl:

sindx = sin3xz cos 2z + cos 3z sin 2x
= (3sinz —4sin®z) (1 — 2sin®*z) + (4cos® v — 3cos z) (2sinz cos z)

= 5sinz — 20sin® 2 + 16sin®
Ha ebbe az utolsé azonossigba x helyett § — x kertil, akkor ez jon ki:

cos b5z = 5cosz — 20 cos® z + 16 cos® x



Mindazonaéltal az addiciés képletekbol:

sin7r = sinbzx cos2z 4 cos bz sin 2z
= (5sinz —20sin® 2 + 16sin® z) (1 — 2sin® z)
+ (5 cosz — 20 cos® x + 16 cos® 37) (2sinz cos x)

= T7sinz —56sin®z + 112sin® x — 64sin” x

Az utolsé képletbdl ezt nyerjiik:
64sin” x = 7sinx — sin 7z — 7(8sin® z — 16sin® )
A fentiek szerint
16sin® z = sin 5z — 5sinx + 20sin® z
Tehat

64sin” 2 = Tsinz —sin7z — 7(8sin®z — sin 5z + 5sinz — 20sin® 2 )

= —sin7z+ 7sinbz — 28sinx + 84 sin®

A fentiek szerint
4sin®z = 3sinz — sin 3z

Tehat

64sin”z = —sinTz 4 7sinbz — 28sinx + 21(3sinz — sin 3z)
= —sin7z + 7sindx — 21sin3z + 35sinw

Most vegyiik észre, hogy

. 2 . 4 .
Sin x—i—? + sin sc—i—? = —sIinx

Itt « helyett 3z-et, bz-et illetve Tz-et {rva megkapjuk ezeket:

sin 3 (ac—i— 2§>—|—sin3(x+?) = 2sin3x
sin 5 <m+2;>+sin5(x+437r) = —sinbzx
sin7<x+2;>+sin7(x+4;) = —sinTx
Mindazonaltal
sin” z + sin” (ﬂc—i— 2;) + sin’ (m + 4;) + g—isin&c =0



Ebbe a képletbe x helyére 7°-ot beirva megkapjuk a dolgozat elején allitott
azonossagot.
Végezetiil megjegyezziik, hogy az is kijott, hogy

sin” 7° + sin” 127° + sin” 247°

algebrai szdm, s6t korzdvel és vonalzéval megszerkeszthetd, hiszen ismert, hogy

16sin21° = (V3+1)(V5— 1\ V6 +5— (V3—1)(vV5+1)V2

Hasonléan igazolhaté, hogy ha x fokokban kifejezve egész szdm, azaz ha a
180z /7 egész, akkor

sin” z + sin” (x + 120°) + sin” (z + 240°)

kifejezheté a négy alapmiivelettel az egész szamokbdl és a v/2, /3, v/v/20 + 10
szdmokbdl, hiszen

8v2sin3° — (x/§+1)(\/5—1)—(\/§—1) V20 + 10
8v2c0s3° — (\/§+1) \/%+10+(\/§—1)(\/5—1)

és



