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Hét fokos hetedfokú azonosság

Geszler Döme és Hujter Mihály

Bizonyítjuk a következ½ot:

64
�
sin7 7� + sin7 127� + sin7 247�

�
+ 63 sin 21� = 0

Kiindulunk a következ½o három azonosságból:

sin3 x+ sin 3x

3
= sinx� sin3 x

sin5 x+ sin 5x

5
= sinx� 4 sin3 x+ 17

5
sin5 x

sin7 x+ sin 7x

7
= sinx� 8 sin3 x+ 16 sin5 x� 9 sin7 x

Ezek átfogalmazásai a következ½ok:

sin 3x = 3 sinx� 4 sin3 x
sin 5x = 5 sinx� 20 sin3 x+ 16 sin5 x
sin 7x = 7 sinx� 56 sin3 x+ 112 sin5 x� 64 sin7 x

Az els½o jól ismert; állítólag már Regiomontanus megtalálta hatodfél évszázaddal
ezel½ott. Ha az els½o azonosságba x helyett �2 � x kerül, akkor ezt nyerjük:

cos 3x = 4 cos3 x� 3 cosx

Az addiciós képletekb½ol:

sin 5x = sin 3x cos 2x+ cos 3x sin 2x

=
�
3 sinx� 4 sin3 x

�
(1� 2 sin2 x) +

�
4 cos3 x� 3 cosx

�
(2 sinx cosx)

= 5 sinx� 20 sin3 x+ 16 sin5 x

Ha ebbe az utolsó azonosságba x helyett �2 � x kerül, akkor ez jön ki:

cos 5x = 5 cosx� 20 cos3 x+ 16 cos5 x
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Mindazonáltal az addiciós képletekb½ol:

sin 7x = sin 5x cos 2x+ cos 5x sin 2x

=
�
5 sinx� 20 sin3 x+ 16 sin5 x

�
(1� 2 sin2 x)

+
�
5 cosx� 20 cos3 x+ 16 cos5 x

�
(2 sinx cosx)

= 7 sinx� 56 sin3 x+ 112 sin5 x� 64 sin7 x

Az utolsó képletb½ol ezt nyerjük:

64 sin7 x = 7 sinx� sin 7x� 7(8 sin3 x� 16 sin5 x)

A fentiek szerint

16 sin5 x = sin 5x� 5 sinx+ 20 sin3 x

Tehát

64 sin7 x = 7 sinx� sin 7x� 7(8 sin3 x� sin 5x+ 5 sinx� 20 sin3 x )
= � sin 7x+ 7 sin 5x� 28 sinx+ 84 sin3 x

A fentiek szerint
4 sin3 x = 3 sinx� sin 3x

Tehát

64 sin7 x = � sin 7x+ 7 sin 5x� 28 sinx+ 21(3 sinx� sin 3x)
= � sin 7x+ 7 sin 5x� 21 sin 3x+ 35 sinx

Most vegyük észre, hogy

sin

�
x+

2�

3

�
+ sin

�
x+

4�

3

�
= � sinx

Itt x helyett 3x-et, 5x-et illetve 7x-et írva megkapjuk ezeket:

sin 3

�
x+

2�

3

�
+ sin 3

�
x+

4�

3

�
= 2 sin 3x

sin 5

�
x+

2�

3

�
+ sin 5

�
x+

4�

3

�
= � sin 5x

sin 7

�
x+

2�

3

�
+ sin 7

�
x+

4�

3

�
= � sin 7x

Mindazonáltal

sin7 x+ sin7
�
x+

2�

3

�
+ sin7

�
x+

4�

3

�
+
63

64
sin 3x = 0
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Ebbe a képletbe x helyére 7�-ot beírva megkapjuk a dolgozat elején állított
azonosságot.
Végezetül megjegyezzük, hogy az is kijött, hogy

sin7 7� + sin7 127� + sin7 247�

algebrai szám, s½ot körz½ovel és vonalzóval megszerkeszthet½o, hiszen ismert, hogy

16 sin 21� = (
p
3 + 1)(

p
5� 1)

qp
5 + 5� (

p
3� 1)(

p
5 + 1)

p
2

Hasonlóan igazolható, hogy ha x fokokban kifejezve egész szám, azaz ha a
180x=� egész, akkor

sin7 x+ sin7 (x+ 120�) + sin7 (x+ 240�)

kifejezhet½o a négy alapm½uvelettel az egész számokból és a
p
2,
p
3,
pp

20 + 10
számokból, hiszen

8
p
2 sin 3� =

�p
3 + 1

��p
5� 1

�
�
�p
3� 1

�qp
20 + 10

8
p
2 cos 3� =

�p
3 + 1

�qp
20 + 10 +

�p
3� 1

��p
5� 1

�
és �pp

20 + 10
�2

2
� 6 =

p
5� 1
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