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Specidlis bindris szdmora vonatkozé azonossig

Hujter Mihély

Ajéanlads: Ajanlom a jelen rovid frast Csdszdar Akos és Laczkovich Miklds tisztele-
tére; mindketten ezekben a napokban iinnepelték a sziiletésnapjukat. Kettojiik-
tol tanultam a legtobbet a numerikus sorokrdl, amikor 1976 és 1979 kozott
tandraim voltak.

Par napja Donald Knuth egy szép feladvinyt tett kozzé [1]. Ezt egy kissé dta-
lakitott formédban kozoljiik, majd bizonyitjuk. A nevezokben 1év tigynevezett
repunit szémok bindrisan értendok, rdaddsul mindegyikben kettohatviny darab-
szami 1-es szdmjegy taldlhat6. A bizonyitandé azonossdg — bindrisan értve —
a kovetkezo:
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Peélddul a 16-jegy{i szamokig kifrva a bal oldalon ezt kapjuk tizes szdmrendszerbe

atirva: . ) ) ) )
<1 * 1) (1 * 3) (1 i 15) (1 - 255) (1 * 65535)

Ugyanakkor decimdlisan a jobb oldal ennyi (a bindrisan 16-jegyfi szémokig
értve):
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Az utébbi szdm a nagyobb, de a kiilonbség nagyon kicsi:
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1504 028 250




Valamit taldn megsejthetiink, ha a nevez6t primtényezokre bontjuk:

1504 028 250 = 2 - 3*5317%257

A pératlan primtényezok tehdt mind Fermat-primek!

Miel6tt dltalanositjuk az észrevételeinket, vezessiink be pér jelolést: Legyen
nemnegativ egész k szdmokra ap = 22" _ 1, by = ap + 2. A jelolések egyenes
kovetkezménye, hogy a1 = 1, as = by = 3, axby = agy1, bob1...bx—1 = ag és
bgb?*l...bi,gbn,l = apajas...a, minden nemnegativ egész k-ra. (Az utébbi
harom azonossdg teljes indukciéval konnyen lathato.) Legyen tovdbbd nem-
negativ egész n szamokra
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BIZONYITAS. Teljes indukciéval bizonyitunk. Az n = 0 esetben ezt kapjuk:

1
3 1 5
Y = - _—— -
0 21732
5 1
YQ—XO - 5—225
11
2(10 o 2

Ez tehat rendben van. Most az indukciés 1épéshez abbdl indulunk ki, hogy

Yn+1 - Xn+1 = (Yn+1 - Yn) - (XnJrl - Xn) + (Yn - Xn)
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Vegyiik észre, hogy
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és igy
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Az indukciés feltevésbol:
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Ezzel a bizonyitéds teljessé valt.

A bizonyitott allitdsnak nyilvdn egyenes kovetkezménye a Knuth dltal kittizott
bizonyftandé azonosség.
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