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Tekintsiink egy trapézt, mely melynek oldalai kérben a, b, c,d, ahol az a és a ¢
jelolésti oldalak parhuzamosak. Jelolje f azt az 4tl6t, mely az a és b jelit oldalak
taldlkozdsabdl indul, és jelolje g a masik dtlét. Bizonyitjuk, hogy ha a # c,
akkor a trapéz dtléinak hossza:

ab? — cd? ad? — cb?
f=1\|ac+ ——— g=4/ac+ ——-
a—-c a—-c
Kovetkezmények:
P4+4¢> = 2ac+b>+d?
(a—c)(fP—9¢*) = (a+c)(b*—d*)

Konnyen lathaté, hogy ezek az utébbi képletek az a = ¢ esetben is érvényesek;
a fentebbi a paralelogrammadkra vonatkozé ismert Osszefiiggést adja vissza, a
lentebbi képlet viszont semmitmondd, de igaz. Az a # c esetben pedig az
utébbi két egyenldségbdl — kétismeretlenes linedris egyenletrendszer megolddsa
révén — kinyerhetdk az f és g dtlok hosszara felirt képletek. Az a = c esetben a
trapéz oldalhosszai nyilvdn nem hatdrozzék meg az atlok hosszdt kiilon-kiilon.
Maradunk tehdt az a # c esetnél.

Szimmetriaokokbdl elegendd az f-re vonatkozé képletet igazolni, sét az is
feltehetd, hogy a > ¢, hiszen az a < c eset visszavezethezd erre az a < c,
b < d szerepcserével. A képletek érvényessége a kicsinyitésre illetve nagyitdsra
is invaridns. Feltehetjiik tehdt, hogy a — ¢ = 1. Jelolje k a kozépvonal hosszét,
azaz k = “T“ Tehdt a = k + % ésc=k— % Bizonyitandd, hogy
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azaz hogy




Jelolje az a jelii és a c jelii oldalak téavolsdgat m. Az a,b, ¢, d oldalak sorrendkét
pozitiv kérbenjaréds szerint értjiik. Koordindtarendszerben feltehetjiik, hogy a ¢
jelii oldal végpontjai: (%; ) és (%; F), és hogy valamely z valés szdmra
az a jelli oldal végpontjai: (x — #; =) illetve (x + #; —*). Marmost
pozitiv korbejards szerint értve:

2% — 1 142k \?
b2—< 1 <x+—2)>+m2
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Tehat
b2 _ d2
2~ °
b2 4+ d? 1
G = gt

Az (25,2 és (z+ 25 =) pontokat osszekotd, tehdt az f 4tl6 négyzete:
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Pontosan ezt kellett igazolnunk.

Ha adott egy hdromszog p, ¢, r oldalakkal, akkor konnyen kinyerhetjiik a most
bizonyitott képletekbdl a silyvonalak hosszdra vonatkozé képleteket. Jelolje
p', ¢ és v’ rendre a p, ¢, r oldalakat felezd silyvonalak hosszat. Példdul p’
kiszamitdshoz tekintsiik a hdromszogben a ¢ oldallal parhuzamos koézépvonallal

lemetszett trapézt. Mostani szereposztasunk: f = p', a = ¢, b = =

g
2, €= 3%



d = L£. A fentekbél az f-re vonatkoz6 képletet alkalmazva:
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Itt érdekességként megemlitjiik, hogy ezt az eredmény iterdlva megkapjuk, hogy
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= 1\/2(27“2-1-2192—q2)—|—2(2p2—|—2q2—7‘2)—(2q2+2r2—p2)
1 3
= —_ 2:7
Vot =p

Ez Egervdry Jent egy érdekes észrevétele: tehdt a p”, ¢, r’ oldali hdromszog
hasonlé az eredeti, azaz a p, q, r oldalakkal megadott haromszoghoz.

Erdemes taldn megnézniink, mit mond az f &tl6 képlete a huirtrapézokra.
Ilyen esetekben természetesen b = d és f = g. Megkapjuk, hogy

f=Vac+ b2

azaz

fg=ac+bd

Ez az ismert Ptolemdjosz-tétel!

Most tekintsiink egy szabdlyos Otszoget egységnyi oldalakkal! Az atléja
hosszat jelolje t. Berajzolva egyet az dtlok koziil egy hirtrapézt nyeriink. Most
alkalmazzuk a képletiinket a kovetkezd szereposztassal: f =t, a =t, b=c =

d = 1. Ezt nyerjiik:
t=f=+vVac+b=vVt+1

14+5
2

azaz

Még érdekesebb Osszefiiggést nyeriink, ha a szabdlyos hétszog esetében al-
kalmazzuk a képletiinket két kiilonbozd hurtrapézra. Jelslje Ay, Ao, ..., A7 a sz-
abdlyos hétszog hét csicsdt pozitiv koriiljards szerint. Legyen a hétszog oldala



egységnyi, a rovidebbik 4tlét jelolje s, a hosszabbikat pedig T. Meg fogjuk mu-
tatni, hogy T's = T + s. Ez igy is fogalmazhaté, hogy % + % =1, azaz a kétféle
atlohossz harmonikus kozepe éppen 2. Eldszor az Ay Ay A3 A4 hirtrapézban al-
kalmazzuk a képletet az f = s, a =T, b = ¢ = d = 1 szereposztdssal. Ezt

nyerjiik:
s=f=Vac+0?=vT+1

Mésrészt az Ay A5 A7 Ay hirtrapézban az f =T, a =T, b=d=1,¢c = s
szereposztédssal ezt nyerjiik:

T=f=+Vac+b=VTs+1

Tehat
-1 = T
T?—-Ts—1 = 0
Ezekbdl az
(=12 = (s*—1)s—1=0
azZaZ

=5 +25—1
egyenldséget nyerjiik. Tehat

Ts = (s"—1)s=s"—s=(s"+2s—1) —s
= ’4s5s—1=s>—-14+s5=T+s

ahogyan ezt allitottuk. A J = Z jeloléssel
sin 29
s = -
sin
sin 39
T o— 51.n
sin
miatt megkaptuk a
sin 7 sin
=1
sin 2@ sin 37
7 7
Osszefiiggést is, ami masképpen irva:
1 1
sin 7  sin 27” sin 37”

27 s

Szavakkal: sin =& és sin 37” harmonikus kozepe pontosan 2 sin 7.



