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A nem elfajulé haromszogeket ("kétdimenziés tetraéderek"), valamint a harom-
és tobbdimenzios tetraédereket kozos néven geometriai szimplexeknek nevezik.

1. Definicié. [!] Elfajulo (vagy affin) szimplexeknek nevezzik a hédromdi-
menzids tér a kovetkezdé ponthalmazait:

- hdarom (kiilonboz6), eqy egyenesre illeszkedd (kollinedris) pont,

- négy (kilonbozo), egy sikra illeszkedd (koplandris) pont, melyek kizil semelyik
hdrom nincs egqy egyenesen,

- 0t dltaldnos pont, vagyis kézilik semelyik négy nincs egy sikon. O

A kovetkezo kérdéssel kozépiskolasoknak is érdemes foglalkozniuk:

2. Probléma. [!] Hogyan kell elhelyezni a hdromdimenzids térben m pontot
ugy, hogy semelyik hdrom mincs eqy egyenesen, és az n pont kézdtt taldlhato
elfajulé szimplexek 0ssz-szama a lehetd legkevesebb legyen?

A fenti problémardl csak halkan emlitjiik meg, hogy még megoldatlan, mert
nem akarjuk elriasztani az érdekl6dd, iigyes kozépiskoldsokat a megolddstol!
(Nekiink eddig ugyanis nem volt elég idénk a feladattal foglalkozni.)

A probléma snmagédban is érdekes, valéjdban egy hosszabb kutatds, a kémiai
reakcidk linedris algebrai és kombinatorikai vizsgilatdnak egyik "gyongyszeme".
Jelen cikkiinkben ezeket a vizsgédlatokat és Osszefiiggéseket mutatjuk be rovi-
den, az érdekléddknek elsésorban az [2012b] és [2013c] sszefoglaldkat, valamint
[2013c] Tézisfiizetét ajanljuk. Az alapfogalmakkal [1991L], [1997] és [2001]-ben
ismerkedhetiink meg.

Bevezetés
A kémiai reakcidk, mint példdul a legegyszeriibb

2Hy + Oy = 2H50 (1)

a valésdgban nem egyetlen lépésben torténnek, hanem nagyon sok koztes atom-
esoport ("molekulakezdemény", mint pl. H, Ha, O, Os, O3, HO, H2O5, HO,



HO,) kozott végbemend tobb reakcidlépés (elemi reakcid) bonyolult sorozata-
ként (mechanizmus), igy (1)-et dsszetett reakciénak hivjuk!).

Egyik megoldand¢ feladatunk a kovetkezd: adott atomcsoportok kozotti
Osszes lehetséges elemi reakcié listdzdsa, majd a kapott reakcidk altal meg-
valésithaté osszetett reakciok megkeresése. A résztvevo lehetséges reakcick nagy
(exponencidlis) szdma miatt a feladat még a mai gyors szamitégépekkel sem
egyszerii.

A reakcidkban szerepld atomok régzitése utdn minden atomcsoport egy-egy
R™ -beli vektor, a reakcidk ezen vektorok linedris kombindcisi. Példdul (1) a
kovetkezd egyenlettel irhaté le a {H, O} bézisban:

o]+ [2] - [1]

Természetesen az egymdsbol nem levezethetd, vagyis minimadlis reakcidkat
keressiik, vagyis a kivalasztott vektoroknak minimdlis dsszefiiggd rendszert kell
alkotniuk:

3. Definicié. Egy tetszbleges S C R™ vektorhalmaz (linedris algebrai) szimp-
lex, ha minimalis Ssszefiiggd, vagyis S (linedrisan) dsszefiiggd, de barmely T ;
S walddi részhalmaza fiiggetlen. 0O

(A linedris algebra alapfogalmait roviden [1991L] és [1997] mutatja be. Ha
az Olvasé nem kivan elmélyiilni a linedris algebrdban, akkor csak a [!] jelli
Definicickat és Tételeket ajanljuk figyelébe.)

R™-ben (vagyis legfeljebb n kiillonbzd atom esetén) minden szimplex legfel-
jebb n+ 1 elemfl, egy m-elemii vektorhalmaznak dsszesen Z?:ll (M) = (:’ZI;) -
1 ~ m™*? legfeljebb ekkora méret{i részhalmaza van. Az osszes m™? részhal-
mazt nem kell mind megvizsgdlnunk: [1991]-ben kifejlesztett algoritmusunk
legfeljebb m"+1 1épés utdn befejezddik. Mint [1995)-ben és [2013c]-ben meg-
mutattuk: bizonyos adathalmazokra a szimplexek szdma eny-nyi, vagyis nincs
gyorsabb algoritmus.

A szimplexek szédma

4. Jelvlés. Jelolje simp (H) az adott H C R™ halmazban levé S C H szimp-
lexek szdmat. [

5. Tétel. (/1995]) Tetszbleges, adott elemszami H C R™ részhalmazra, ami
kifesziti R™ -et, simp(H) pontosan akkor maxzimdlis, ha H barmely n vektora
linedrisan figgetlen. [

1) Rdaddsul a vegyészek kozott sincs egyetértés (1) részleteit illetéen, Téth,d.,
Nagy,A.L., Zsély,I.: Structural Analysis of Combustion Models (arXiv:1304.7964 preprint,
2013) cikkiikben tébbféle elméletet is részletesen dsszehasonlitanak.



6. Kovetkezmény. Tetszbleges m -elem@ H CR"™ részhalmazra, amely kifesziti

R™ -et
simp (H) < (nT 1) : (2)

és a becslés éles, vagyis van olyan H amelyre (2)-ban = teljesil. O
A kémia nyelvére leforditva ez azt jelenti, hogy

7. Tétel. [!] Ha m molekuldank n atombdl épil fel, akkor e molekuldk kozotti
(minimalis) reakcick szama pontosan akkor a legnagyobb, ha a molekuldk kiozil
barmely n fliggetlen, vagyis kézdttik nem lehetséges kémiai reakcid. [

8. K6vetkezmény. [!] A fentiek esetén a lehetséges (minimdlis) reakcick szama
legfeljebb (nﬁl) , és a becslés éles, vagyis van olyan H amelyben pontosan ennyi
(minimalis) reakcié van. O

A szimplexek Sperner-csalddot alkotnak (vagyis egyik szimplex sem tar-
talmazhat val6di részhalmazként egy masikat), igy Sperner jol ismert tétele felsd
becslést ad simp (H) értékére, az 5. Tétel azonban megadja a szélséséges H vek-
torhalmazok szerkezetét is. Az adott atomok tehdt az egyes vegyiileteket nagyon
"ossze-vissza" mennyiségben kell, hogy felépitsek (pl. Vandermode determindns
mintdjdra).

Kovetkezd kérdéstink simp (H) minimadlis értéke adott elemszamu H esetén.

9. Tétel. ([1995]) Tetszbleges, adott elemszami H CR™ részhalmazra, ami kife-
sziti R™ -et, simp (H) minimdlis, ha H vektorai n db ekvivalencia osztdlyba
sorolhatok a “pdarhuzamossdg” reldacio alapjan, ezek az osztdlyok méretei legfel-
jebb 1-gyel térnek el eqgymastdl, és az osztdalyok (reprezentansai) linedrisan fiigget-
lenek, vagyis bazist alkotnak R™ -ben. |H| > 2n esetén ez az egyetlen minimadlis
konfiguracis. O

10. Kovetkezmény. Ha feltessziik, hogy H kifesziti R™-et és |H| =m = an+b
(0 <b<n), akkor

b- (YT - (7)< simp() | (3)
("3 ) +e-0-(5)

és a becslés éles, m > 2n esetén a szélséséges H halmaz szerkezete egyértelmii.
Amennyiben m oszthaté n -el, az alsé korldt egyszeriibb alakot vesz fel:

n- <;> < simp(H) . O (4)
A kémia nyelvére leforditva ez azt jelenti, hogy

11. Tétel. [!] Ha m molekuldnk n atombdl épiil fel, akkor e molekuldk kozitti
(minimdlis) reakcick szdma pontosan akkor a legkevesebb, ha kivdlaszthaté n
fiiggetlen molekula (Id. 7. Tétel) igy, hogy a tébbi molekula valamelyik kivdlasz-
tottal pdrhuzamos (izomerje vagy tobbszéros adagja), és ezen pdrhuzamossagi
halmazok ("osztdlyok") méretei legfeljebb 1-gyel térnek el eqymastsl. O



12. Kovetkezmény. [!] A fentiek esetén a lehetséges (minimdlis) reakcick
legkisebb szamdt (3) és (4) adja meg. O

Az alsé korlétot a kizdrdlag parhuzamos vektorokbodl (izomer molekuldk vagy
tobbszoros adagok) &ll6 H vektorhalmazok érik el. Amennyiben parhuzamos
vektorokat nem engediink meg H -ban, a kérdés sokkal nehezebbé vilik.

13. Probléma. Mennyi a H halmazban levd szimplexek (minimdlis reakcick)
minimdalis szama, ha H -ban nincsenek pdrhuzamos vektorok (izomer molekuldk
vagy tébbszérés adagok) ?

A dimenziét csokkenthetjiik a kovetkezd konstrukcioval: H vektorait azok
skaldrszorosaival helyettesitjiik, majd R™ egy alkalmas hipersikjdval elmetszve
a probléma n — 1 dimenziéba keriil. Pontosabban:

14. Definicié. Tetszoleges h € R™ vektorra és H C R™ halmazra legyen
Ah:={X-h: X eR, A#0}, AH:={Ah:hecH}

és tetszbleges n — 1 -dimenzids P C R™ hipersikra, ami nem pdrhuzamos H
egyetlen elemével sem HP := AHNP . O

Az n — 1 -dimenziés P hipersikot természetes médon azonositjuk R™~!-
gyel. Amennyiben az S C R™ halmaz (linedris algebrai) szimplex, akkor an-
nak S¥ C R"~! képe affin (vagyis elfajult) szimplex, és konnyen taldlhaté egy
bijektiv megfeleltetés H” C P (azaz HP C R"1) és H C R" kozott, hason-
16an H” affin és H linedris algebrai szimplexei is megfeleltethetéek egymasnak,
kovetkezésképpen

|7—[7” =|H| and simp, (HP) = simpy (H) . ()

n = 4 esetén H” C R? affin szimplexei éppen az 1. Definici6 elfajulé szimplexei,
mig n = 3 esetén a kovetkezo sikbeli ponthalmazok lehetnek affin szimplexek:

15. Definicié. [!] Tetszbleges sikbeli S C R? ponthalmaz affin

> 3 -elemi szamplex, ha S hdrom, egy egyenesbe esé pont,

> 4 -elemi szimplex, ha S négy tetszbleges pont, de kézilik semelyik hdrom
nem esik eqy egyenesbe,

> R? -ben nincs tobb affin szmplex. O

"Sajnos" az n = 3 esetet mar megoldottuk:

16. Tétel. ([1998]) Tetszbleges, adott elemszami H C R vektorhalmazra, ami
kifesziti R® -et, H -ban nincsenek parhuzamos vektorok és 8 < |H| , simpe(H)
pontosan akkor minimdlis, ha H elemei két (H -ban) metsz6 sikon helyezkednek
el, és az eqyik stkon pontosan hdrom H -beli vektor taldlhats. U

Atfogalmazva sikbeli affin szimplexekre:



17. Tétel. [!] Tetszbleges, adott elemszami H C R? ponthalmazra, ami nem
egy egyenesre esik és 8 < |H| , simpq(H) pontosan akkor minimdlis, ha H
elemei két (H -ban) metszo egyenesen helyezkednek el, és az egyik egyenesen
pontosan hdrom H -beli pont taldlhats. O

18. K6vetkezmény. [!] Amennyiben H CR? kifesziti R® -et, H -ban nincse-
nek pdrhuzamos vektorok és 4 < |H| , akkor

<m32> +1+ <m23) < simp(H) < (TZ) ;

és mindkét becslés éles. [
n = 4 esetén csak a kovetkezd eredmény ismert:

19. Tétel. ([2011]) Tetszbleges, adott elemszdmii H CR* vektorhalmazra, ami
kifesziti R*-et, H -ban nincsenek pdrhuzamos vektorok és 24 < |H| , simpe(H)
pontosan akkor minimdalis, ha H elemei két diszjunkt, 2 -dimenzids sikon helyez-
kednek el, és a két sikon levd vektorok szamdnak eltérése legfeljebb 1. O

A dimenzi6 csokkentése miatt ezzel ekvivalens:

20. Tétel. [!] Tetszbleges, adott elemszdmi H CR® ponthalmazra, ami nincs
eqy stkon és 24 < |H| , simp,(H) pontosan akkor minimdlis, ha H elemei
két kitéro egyenesen helyezkednek el, és a két eqyenesen levo pontok szdmdnak
eltérése legfeljebb 1 . O

21. Kévetkezmény. [!] Amennyiben H CR?* kifesziti R* -et, H -ban nincse-
nek parhuzamos vektorok és 24 < |H| , akkor

<Lm3/2j) + <[m3/21> < simp (H) ,

és a becslés éles. O
Tovabbi problémadk és sejtések

A 13. Probléma n > 5 esetén madig megvalaszolatlan. Az dltaldnos sejtés
1998 -ban, szamitogépes kisérletezések utdan fogalmazodott meg:

22. Sejtés. ([1998]) Tetszbleges, adott elemszdmi H CR™ részhalmazra, ami
kifesziti R™ -et, H -ban nincsenek pdrhuzamos vektorok és H elemszdma megfelel6-
en nagy, simp(H) pontosan akkor minimadalis, ha

1) pdros n esetén ‘H -ban vannak olyan uq, ..., u, linedrisan figgetlen vektorok,
amelyekre H dsszes tobbi eleme az [ui,us] , [us,uq] ... , [Un—1,us] sitkokon
helyezkedik el, mégpedig ezek a sikok H -nak majdnem ugyanannyi vektordt tar-
talmazzdk (az eltérés legfeljebd 1).

2) pdratlan n esetén H -ban vannak olyan uy,...,u, linedrisan figgetlen vek-
torok és egy tovdbbi v € [un_1,u,] vektor, amelyekre H dsszes tobbi eleme az
[ur,us] , [us,ws] ... , [Un—2,un—_1] stkokon helyezkedik el, mégpedig ezek a stkok
H-nak majdnem ugyanannyi vektordt tartalmazzdk (az eltérés legfeljebb 1),és a
nagyobb indext, vektorok dltal kifeszitett sikokon van esetleg kevesebb vektor.[]



A probléma dltaldnositdsa a gyakorlatban is fontos lehet: csak a legaldbb k
molekula esetén létrejovo reakcidkat keressiik:

23. Probléma. a) vdltozat: Adott n,m,k € N esetén azon H C R", |H| =
m -elemf, vektorhalmazok esetén, melyek kifeszitik R™ -et, mennyi simp (H)
legkisebb értéke HA csak a legaldbb k -elemil szimplexeket szamoljuk, és milyen
szerkezettiek ezek a szélséséges H halmazok?

b) valtozat: ugyanaz, mint a), de feltessziik még, hogy H -ban nincs is k -ndl
kisebb méretti szimplex. 0O

24. Probléma. Tetszbleges rogzitett V := {vi,...,v} C R"™ vektorhalmaz és
m € N esetén mennyi lehet a H C R™, |H| = m -elemt vektorhalmazokban
(melyek kifeszitik R™ -et) a legaldbb egy V -beli elemet tartalmazd, vagyis az
SNV #£ 0 feltételt kielégitos S C H szimplexek (akdrmilyen mérettiek) minimdlis
illetve maximadlis szdma, és milyen a szélséséges értékeket add H halmazok
szerkezete? (Az SNV # O feltételt kielégité S C H szimplexek szamdt jeldlje
simpy (H).) O

A fenti eredmények és problémdk altaldnosithatéak matroidokra ([1996],
[2006], [2013¢]) és hipergrafokra ([2013a], [2013c]) is. Tovabbi vizsgédlatok [2000b]-
ban taldlhatéak.
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