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0. Bevezetés

Egyszertisége ellenére az elemi szamelmélet sok didknak okoz nehézséget,
tanitdsukhoz prébdlunk segitséget nyujtani. Nem a szdmelmélet alapjait
frjuk le (azt ismertnek tételezziik fel), hanem csak az 1j szemléletmédunkat,
ami nem csak a szokatlan p (n) és A és V jelolésekbél!) ll, és néhany részlet
fontossagat emeljiik ki. (A témdt részletesebben mutatja be [2011].)

Peélddul legtsbb didknak (és felndttnek) a primszémokrdl csak annyi jut
eszébe, hogy "csak 1 -gyel és onmagdval oszthaté". Ez ugyan igaz, hasonléan
a kémiai atomokhoz, de nem ez a primszamok lényege, hanem a Szamelmélet
Alaptétele, a primfelbontds és a maradékok, ami szintén szemléltethetd a
kémiai molekuldk atomokbdl torténd felépitéséhez. A Boole algebrék, poli-
nomok ¢s a Z [«o] halmazok is segithetik a szemléltetést (4. és 5. fejezetek).

Sajnos a primfelbontds mér 5-6 jegyli szdmokkal sem egyszerii szaimolégép-
pel, nagyobb szamokkal pedig a szamitégépek is évmilliokig (!) szdmolndnak.

A cikk nagy része altaldnos és kozépiskolds didkoknak is elmondhaté.
Sajnos taldlkoztam olyan didkokkal is, akik nem szerették a kémidt, ezirdnyt
gondolataimat nem is hallgattak tovabb.

A cikkben emlitett gondolatok nem ujak, csak még kevesen ismerik ¢ket!

Egész szamok oszthatésdgédnal az eldjel nyilvdn nem lényeges, ezért ele-
gendd csak a nemnegativ (azaz természetes) szamokkal foglalkoznunk. Tehat
"szam” alatt ezutdn természetes szamot értiink.

D 1d. 7. és 15. Definicick



1. Inko(lkkt(a,b),lkkt(b,c),lkkt(c,a)) =
= lkkt(lnko(a,b),lnko(b,c),Ilnko(c,a))

Kezdjiik a KoMal. B. 4493. feladataval:

Jelolje az n és k pozitiv egészek legnagyobb kozds osztojat (n, k), legkisebb
kozos tobbszordsét pedig [n, k|. Mutassuk meg, hogy tetszbleges a, b, ¢ pozitiv
egészek esetén az [a,b], [b,c|, [c,a] szdmok legnagyobb kozos osztdja mege-
gyezik az (a,b), (b,c), (c,a) szdmok legkisebb kozts tobbszorosével.

A szokdsos megoldast [2013K]-ban megtalaljuk. Az Inko és kkt szokdsos
(iskolai) szdmoldsa a primosztok kitevoinek, vagyis a primtényezdk darab-
szam szerinti (multiplicitdssal) "leltdrozasa" alapjan torténik, ami alapjan
kézenfekvé a halmazmiiveletekkel valé kapcsolat részletesebb megvizsgdlasa:
Inko =N és lkkt = U .

A feladat allitédsa:

(la, 0], [b, c], [¢,a]) = [(a,b), (b,c), (c,a)] ,
ami halmazmiiveletekkel:
(aUb)N(bUc)N(cUa)=(anb)U((bne)U(cNa) .

Ez utébbit konnyen igazolhatjuk akir Venn diagrammal:

vagy hasznédlhatjuk pl. [2012] szdmol6-rajzolé programjét, vagy szokasos le-
vezetéssel:
(aub)N(bUc)N(cUa)=(bU(anc)N(aUc)=(bN(aUc))U(aNcN(aUc))
=bnN(aUc)U(anc) =bNna)udne)U(anc). O

Vegyiik észre, hogy itt csak az U és N szokdsos tulajdonsdgait haszndl-

tuk fel: kommutativ, asszociativ, disztributiv, elnyelési tulajdon-
sagok, idempotencia (pl. [2001] és [2013w]). Ezek azonban egyszerii és
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fontos tételek a szdmelméletben, bizonyitds utdn barmikor automatikusan
alkalmazhatjuk ¢ket, mint a fenti levezetésben. Példaul az (egyik) disztribu-
tivitdsi szabdlynak

ad(bne)=(aUb)nN(aUc) (1)

megfelel
lkkt (a , Inko(b,c)) = Inko (lkkt (a,b) , lkkt(a,c)) , (2)

az (egyik) elnyelési szabdlybdl

aN(aUb) =a (3)
pedig
Inko (a , lkkt (a,b)) =a (4)
lesz. Az (2), (4) egyenl6ségeket akdr irhatnénk
aV (bAc) = (aVb) A (aVe) (5)
ill.
alA (aVb) = a

alakban is: A és V jeloli Inko -t illetve lkkt -t. (Javasoljuk Olvasénak, hogy
a Boole algebrdk tobbi axiémdjat is irja fel Inko és lkkt segitségével, akar a
szokdsos, akar az A | V jelekkel, st éllitjuk, be is tudja bizonyitani ezeket
az "4j" osszefiiggéseket.) Tovabbi részleteket taldlhatunk [?] és [2011] -ben.

A komplementer miivelet sajnos mar nem ilyen egyszerii: rogziteniink kell
egy tetszoleges négyzetmentes N szadmot (N -nek nincs négyzet-osztéja), és
csak N osztéinak Dy halmazéra szoritkozhatunk. Inko és [kkt a szokdsos,
tovdbba egy = € Dy (vagyis | N) szdm komplementere az % € Dy
szdm. A Dy halmazban ekkor a Boole-algebrak (halmazmiiveletek) dsszes
axiomaja teljesiil (pl. [2001] vagy [2013w]), példdul az (egyik) De Morgan
aZONO0SSag:

aVb=a Ab (6)

N N N
L —nko(—, ).
Ikt (a,b) O(a’ b) 9

Erdemes lenne megismerkedniink még a Dualitds és Teljesség elveivel, tovabbi
Boole-algebrakkal (pl.[2001], [2013w]) és kémiai (!) alapokkal.

vagyis



2. Szamok és molekulak

Csak a teljesség igénye miatt frjuk le a jolismert meghatarozdst:

1. Definicié. A p € N egész szamot (p # 1, 0) primszamnak (=primi-
tiv szam) roviden primnek, vagy torzsszamnak neveziink, ha irreducibilis
(felbonthatatlan), azaz nem irhatd fel két ndla kisebb szam szorzataként. [

ami nem tévesztendo6 ossze a primtulajdonsdggal:

2. Definicié. Egy © € N egész szamot (v # 1, 0) primtulajdonsdgunak
neveziink, ha tetszoleges u,v € N szamok esetén x | uv -bol x | v vagy x | v
kovetkezik. [

N -ben?) ugyan ez a két fogalom egybeesik, a 10. Allitds alapjan konnyen
belathato, de az 5. fejezetben latunk olyan struktirédkat is, ahol kiilonbozoek.

3. Megjegyzés. Az 1. és 2. Definiciokbol ki kellett zdrnunk az 1-et és a
0-at, mert egészen mas tulajdonsdgokkal rendelkeznek mint a primszamok.

Azonban a primszamok legfontosabb tulajdonsdga nem felbonthatatlansa-
guk, hanem az, hogy minden egész szam lényegében egyértelmi mdodon (sorrend-
t6l eltekintve) eldallithaté beldliik (Id. 5. Tétel), HASONLOAN ahogyan a
molekuldk (kémiai) atomokbdl épiilnek fel az szegképletben. Ezt a szem-
léletet szeretnénk erdsiteni a didkokban a kémai hasonlattal.

4. Megjegyzés. Mivel a primszamok tovdabb mdr nem oszthato szamok, ezért
atomoknak is nevezhetnénk oket, hiszen gorogil éppen "oszthatatlant ” jelent
az atomosz szd! A molekuldkat atomok épitik fel - a természetes szdmokat
primszamok. A molekuldk dsszegképlete megegyezik az (8) képlettel, ezért az
(8) képletet hivhatndnk az n € N szam Osszegképletének is ).

5. Tétel. Szamelmélet Alaptétele: Minden n € N |, n # 0 egész szim
felbonthats ("faktorizdlhato”) primszamok szorzatara, lényegében egyértel-
miien (azaz csak a tényezok sorrendjében és eldjelekben lehet eltérés). [

2) és minden Euklideszi gyfirtiben (39. Definici)

3) "Sajnos" a primszdmok szdma végtelen (Euklidesz), tehat nem csak a periodikus
rendszerben taldlhaté par tucat atomunk van. Szerencsére azonban szerkezeti képlet a
matematikdban nincs.



Az elébbi tétel szerint tehdt minden n € Z , [n| > 1 egész szédm felirhato
n=pytopyt e P (8)

alakban, ahol a p; € P szdmok paronként kiilonboz6 primszamok, és a; > 1,
ez az eldallitas lényegében egyértelmii. Ezt alkalmazzuk a legtobb szamelméleti
feladat megoldésakor.

Gyermekeimet mar altaldnos iskoldban is arra neveltem, ha természetes
szdm és oszthatésag szerepel a feladatban, akkor kezdjék a primfelbontéssal.

6. Megjegyzés. Igen dm, de méqg zsebszamoldgéppel is legfeljebb 3-4 jeqyts
szdmokat tudunk felbontani! A 3. fejezetben részletesebben elemezziik, hogy
mdr 30 jegyt szamokat 5 GHz -es szamitogépek is csak évmilliok alatt képesek
felbontani! (A [2011] kényv egésze is ezzel a kérdéssel foglalkozik.)

Pedagogiailag sokszor segitett a kovetkezo jelolés is:

7. Definicié. Tetszoleges n € N |, n > 1 egész szamra p (n) jelolje az
(8) egyenlbségben szerepld primszamok “multihalmazat” multiplicitdssal,
vagyLs

p(n) :=A{p1, s D1, P2, o, P25 v s Dry s Drt 9)

p (n)-ben a p; primszam pontosan «;-szer szerepel az (8) egyenldség esetén.[]

Peéldaul p (12) = {2,2,3} és p (1) = @ , mint ahogyan p (viz) = {H, H,O} és
p (semmi) = & .

8. Megjegyzés. Negaliv n € Z szamokra is ki lehetne terjeszteni a p (n)
jelolést, de sok probléma meriilne fel, feleslegesen ezzel nem foglalkozunk.

A p (0) (multi)halmazt ugyancsak nem definialjuk, hiszen azn =0 szam-
nak nincs torzstényezos felbontdsa, de szerencsére sziikségiink sem lesz rd.

Persze p (n) legtobbszor nem halmaz, mert elemei tobbszor is szerepelhet-
nek benne, a "multihalmaz" preciz dltaldnos definiciéjatol most eltekintiink.
Sziikségiink lesz azonban multihalmazok "szokdsos-" és "multi-" miiveleteire:

9. Definicié. Tetszolegesa = {p1...,D2...; ... D} €86 ={p1..;D2eesy .y Dr}
multihalmazokra, ha p; a -ban pontosan «; -szer szerepel és b -ben pontosan
B; -szer szerepel (0 < o, B3;), akkor legyen

aUb := a halmazelmélet: inio:



a p; elem pontosan max {«;, 5;} -szer szerepel,
aU b := a multthalmazelméleti inio:
a p; elem pontosan «; + [3; -szer szerepel,
anNb:= a halmazelméleti metszet:
a p; elem pontosan min {«y;, B;} -szer szerepel. Il

A multihalmazok kozot nincs komplementer, mert minden a multihal-
mazra P\a nem véges halmaz, a multimetszetnek sincs értelme.
Konnyen lathatéak az aldbbi hasznos tulajdonsdgok:

10. Allitas. Tetszoleges n,m € N | n,m > 1 természetes szamokra
nelP < p(n)={n} (10)

p(n-m)=p(n)Up(m) ,
n|m <= p(n)Cp(n), (12)

és n | m esetén
p(7)=p0m) \p(n) . O (13)

Tovabba
11. Tétel. Tetszoleges n,m € N szamokra

Inko(n,m)=yp(n)Np(m) ,
lkkt (n,m) =p(n)Up

3
S~—
-

sot tetszoleges ay, . ..,a; € N szamokra
Inko(ay,...,a;) =pla1) N...N p(ay) ,
lkkt(ay,...,a) = pla) U...U play) O

hiszen

12. Tétel. Legyen a =pi'ps®---pr és b= p’flpgg P
ahol 0<a;, B; . Ekkor

Inko(a,b) = pTln(al,ﬁl) _p;ﬂln(azﬁz) ..... p?in(a,.,ﬁ,.) 7 (14)
lkkt (a,b) = prextenf)  pmax(esfe) prax(er )



Hasonldan tobb szamra:

l?’LkIO((l, b, o ,Z) _ pTin(a1,...,w1) . p;nin(oaz,...,wz) ____ pinin(a,.7_..,w,,.)
bkt (a.b, . 2) = pioensn) | max(os) | max(areo)

ahol z=p'ps?---p¥ és 0<w;,. O

13. Megjegyzés. (i) A 3. "Primfelbontds a gyakorlatban” fejezetben emli-
tett algoritmikus problémadk miatt a fenti képletek csak elméleti jelentdségliek.
Felhivjuk a figyemet, hogy Inko és lkkt értékét a gyakorlatban mégis gyor-
san ki lehet szamitani eqy mdsik mddszerrel: Euklidesz algoritmusdval, amit
(tovabbi alkalmazdsaival) [2011] 4.2. 7FEuklidesz algoritmusa” fejezetében is-
mertetink.

(ii) A legnagyobb kézbs osztot és legkisebb kézos tobbszordst nem kell
definidlnunk. Bar széles korben elterjedtek az (a,b) és |a,b] jelolések, mi
kizarolag csak az Inko(a,b) , lkkt(a,b) jeloléseket haszndljuk az esetleges fél-
reértések elkeriilése végett.

Tovabbi, ismert és kevésbé ismert Osszefiiggéseket 1j szemléletmédban
talalunk a kovetkezo fejezetben.

14. Megjegyzés. Hangsilyozzuk ismét, hogy a fenti felbontds alapjin a leg-
tobb szamelméleti kérdés és vizsgdlat eqyszerinek tinik, de maga a felbontds
megkeresése kizepesen nagy (egy-kétszdaz -jegyti) szamok esetén évbilliokig is
eltarthat - még a "modern” tébb teraHz-es tébbmagos pdarhuzamos procesz-
szorokkal mikodo szuperszamitogépekkel is! Ezeket a kérdéseket a 3. fejezet-
ben (és [2011]-ben) vizsgaljuk.

3. Boole algebrak

A 10. és 11. eredményekben mér lattuk, hogy a szamelméleti miiveletek
szoros kapcsolatban vannak a halmazmfiveletekkel: mindkettd Boole-algebrat
alkot (19. Tétel). A "Boole algebra" szakkifejezést emliteniink sem kell a
gyerekeknek, de mi is konnyebben megjegyezziik a tételeket igy. (A Boole
algebrak definicigjat és alapvetd tulajdonsiagait megtaldaljuk példdul a jelen
cikk vagy [2011] Fiiggelékében, [2001]-ben, vagy az interneten [2013w]-ben.)

A p(a) és az aldbbi A | V jelolésekkel sok hasznos osszefiiggést sokkal
konnyebben megérthetiink illetve megjegyezhetiink:



15. Definicié. Tetszoleges a,b € 7 szamok esetén legyen

aAb := Inko(a,b) ,
aVb = lkkt(a,b) . O

Ugyanis: A és V nemcsak kommutativ, hanem asszociativ és disztributiv
miiveletek is:

16. Tétel. Tetszoleges a,b, c € Z szamokra:
kommutativitas:

aAb=0bAa azaz Inko(a,b) = Inko(b,a) ,
aVb=bVa azaz lkkt(a,b) = lkkt(b,a),

asszociativitds:

(aAb) Ac = aA (bAc)
[aVb| Ve =aV [bV(]

hiszen

Inko (Inko(a,b) , ¢) =Inko(a , Inko(b,c)) ,
Wkt (IkEt (a,b) | ¢) = Ikkt (a , Tkt (b,¢))

disztributivitds:
(aAb) Ve = [aVe| AV , (15)
[aVb] Ac = (aAc) V (bAc)
azaz
lkkt (Inko (a,b) ,c) = Inko (Ikkt (a,c) ,lkkt (b, c)) , (16)

Inko (lkkt (a,b) ,c) = lkkt (Inko (a,c) ,Inko (b,c)) . O

Kozelediink a Boole-algebrahoz! A fenti tsszefiiggések nem meglepéek: a
12. Tétel (14) klasszikus sszefiiggései. Az asszociativitds alapjan tudjuk:

17. Tétel. (tobb szdam) Tetszdleges a,b,c € 7 szamokra

Inko(a,b,c) = Inko (Inko(a,b), c) = Inko (a,lnko(b,c)) ,
lkkt(a,b,c) = lkkt (lkkt(a,b), c) = lkkt (a,lkkt(b,c)) . O



A 19. Tételhez sziikségiink van egy fogalomra:

18. Definicié. Az n € 7Z szamot négyzetmentesnek nevezziik, ha primfel-
bontdsdban minden primosztdja csak eqyszer szerepel (p?tn), azaz (8) -ben
mindegytk c; =1 . [

n € N nyilvdn pontosan akkor négyzetmentes, ha p (n) "hagyoményos"
halmaz.

A p(a) jelolés segitségével érthetjitk meg Inko és lkkt (A és V) tobbi
tulajdonsdgait is, amit legrovidebben az aldabbi Tételben foglalhatunk 6ssze:

19. Tétel. Legyen n € N eqy tetszoleges négyzetmentes szam. Ekkor a
n
Dn::<Dn, Inko , Ikkt, 2 n, 1)
x

struktira Boole algebra®), ahol
D,, :={ n osztéinak halmaza } . O

20. Példa. Példaul a jol ismert AUB=ANDB ésANB=AUB
De Morgan azonossagok a szamelmélet nyelvén:

n n

n n n n
"k Z) s ———=kkt(—, —) . O
Rkt (@) O(fb ’ y) “ nko(x,y) (93 ’ y)

Erdemes a Boole algebrsk tobbi axiémadit, valamint a Dualitds Elvét
([2001]) is felirni a szamelmeélet nyelvén. Még egy hasznos Osszefiiggés:

21. Tétel. Tetszoleges a,b € 7 esetén

a-b

4) 1d. Fiiggelék



4. Primfelbontas a gyakorlatban

Béar Eratoszthenesz "ikszelos" algoritmusa kicsit gyorsabbnak tiinik az
"elosztom 2,3,5,7,... -tel" mddszernél, sok kiilonbség nincs kozottiik.

22. Gyakorlat. (a) Mennyi ideig fut az Eratosztheneszi szita-algoritmus
eqy k -jegyts input esetén, a k = 20, k =30, k =40 és k=50 , £k = 100 ,
. esetekben eqy 5GHz -es gépen futtatva (ha csak az osztdsokat szamitjuk
egy-eqy lépésnek, azaz feltételezziik, hogy a gép minden drajel alatt elvégez eqy
k -jeqyti osztdst (!) és ellenbrzést, vagyis masodpercenként 5 - 109 osztdst) ?
(b) Mennyire csokkenne a futdsidd, ha a \/n alatti primszamokat egy tombben
(tabldzatban) tdrolndnk, és csak e primszamokat probdlnank ki ¢
(¢) Mi vdltozna, ha mondjuk 1000 -szer gyorsabb gépiink lenne?

NG

Megoldés: (a) Az osztdsok szima 5 1072 | ez

k=20 esetén 5 1P lépés = 1 mp ,

k=30 esetén 510" lépés = 10°P mp ~ 27 6ra 46 pere,

k=40 esetén 510" lépés = 10° mp ~ 317 év 35 nap 18 ora,
k=50 esetén 5-10P* lépés = 10" mp ~ 31,7 millié év ,

k=100 esetén 510" lépés = 10° mp ~ 3,17 x 10?3 millidrd év ... .
(c¢) Semmi. O

A [2011] kényvhoz mellékelt PRIM1D.EXE program éppen az Eratoszthe-
neszi szitamodszer lassusdgat szemlélteti: hilségesen végigprobalgatja az dsszes,
v/n -nél kisebb pédratlan szémot. Vigydzat: 10 jegy({i szamoknél mar napokig
fut a program! A [2011] konyv egyik célja éppen a lehetséges gyorsitasok
bemutatésa.

Ha csak a primszmokkal osztogatjuk az n szdmot, akkor sok esetben a
primek beolvasasa fajlbol még lassithatja is a program futdsat osszességében,
hiszen pl. az egymilliomodik primszdm piggoo00 = 15 485 863 még csak 8-
jegyli ! (és rdaddsul 1 -el kezdddik).

23. Megjegyzés. A Primfelbontds problémara (azaz tetszéleges n € N
szamot bontsunk fel torzstényezékre) nem ismert gyors (meguvdrhatd!) algo-
ritmus. [

Tehat évatosan fogadjunk minden olyan tételt és képletet, amely hasznalja
a primfelbontds (8) képletet! Megjegyezziik: éppen ez a jo, mert ellenkezd
esetben a ma haszndlatos titkosirdsok konnyen feltorhet6éek lennének ([2011])!
Egészen friss azonban a kovetkez6, nagyon nehéz eredmény:
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24. Tétel. (Agrawal-Kayal-Saxena, 2001): A Primitesztelés problémdra
(tetszoleges n € N szamrol dontsiik el, hogy prim-e) van gyors algoritmus.
Az algoritmus hivatalos roviditése: AKS - algoritmus. [

5. Maradékok

Az osztési maradékok vizsgédlatdandl hasznos az aldbbi tomor jelolés:
25. Definicié. Tetszoleges a,b,m € Z , m # 0 egész szamokra jeldlje
a=,b wvagy a=0b (mod m) (17)

az
“a és b ugyanazt a maradékot adjik m-el osztva” (18)

reldciot (Osszefiiggést). A (17) reldciét “a kongruens b-vel modulo® m”

-nek olvassuk, m a kongruencia modulusa. []

A "kongruencia" szé helyett elég csak annyit mondanunk a didkoknak:
a hosszui (18) mondat roviditése (17). A maradékokat nyilvan kukoricasze-
mekkel szemléltetjiik az asztalon: egy-egy dobozba m fér, mennyi marad a
végé?. Altaldban a maradék 0 és m — 1 kozott van, de negativ maradékok
is vannak: még ennyi kellene a dobozba. Sajnos a zsebszamolégépen nincs
mod gomb, érdemes a didkokkal ennek pétlasdt is megbeszélni.

(17) helyett a szakkonyvek a révidebb m | a—b képletet irjak, de szerintem
a (17) mondat érthetébb.

A maradékok (kukoricaszemek) legfontosabb tulajdonsaga, hogy az alap-
miiveletekkel dsszhangban vannak®):

26. Tétel. Tetszdleges (rogzitett) m € Z , m # 0 szdmra, valamint barmely
a,b,c,d € 7 szimokra ha a =,, b és c =,, d , akkor a+c=, b+td és

a-c=,b-d . O

A 26.Tétel haszndt a kovetkezdképpen foglalhatjuk ossze:

%) kongruencia=megegyezés,megfelelés,egybevigosag, modulus=viszonyitasi alap (lat.)
6) A Teétel osszefiiggései miatt hivjuk =,, -t kongruencidnak, vagyis miivelettarté

ekvivalencia reldciénak.
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27. Megjegyzés. Ha egy nagyméreti, kifejezés kiértékelésénél (nagy szd-
moldsndl) csak a végeredmény (mod m) maradéka érdekel minket, rogzitett
m modulus esetén, akkor minden lépésben wehetjiik/vegyiik a részeredmény
maradékat és csak a (kisméretti) maradékokkal kell tovdbb szamolnunk. Vagyis
egyetlen lépésben sem kell nagymérettc szamokkal bajlédnunk. (Ezt hivjdk
moduldris aritmetikdnak.)

28. Példa. Mennyi maradékot ad a  132465+46587-83152-731052—208645°
kifejezés 753 -mal osztva?

Megoldas: mindeqgyik tényezomek kiilon-kiilon vessziik a 753 -mal valo osztdsi
maradékdt, és a szamoldas minden lépésében is a részeredmények helyett 73
-mal vald osztdast maradékukat tekintyik:

132465 + 46587 - 83152 - 731052 — 2086455 =
= 690 + 654 - 322 - 642 — 64° =
= 690 + 654 - 206724 — 642 - 64> =
= 690 4 654 - 402 — 331 - 100 =
= 230498 = 80 (mod 753) . O

Hasonlé kérdéssel mar taldlkozunk az iskoldban: ”milyen szémjegyekre
végzodik a megadott HATALMAS kifejezés?” : ha n € N legutolsé ¢ szdm-
jegyét kérdezziik, akkor valdjdban a (mod 105) maradékra vagyunk kivan-
csiak. A fenti 26. Tétel alapjan megint egy jélismert szabdlyt kapunk:

” A végeredmény utolsé ¢ jegyének meghatarozasdhoz mindossze
csak a tagok/tényezdk utolsé ¢ jegyeit kell figyelembe venniink.”
De miért csak modulo 10° tanitjuk ezt az Osszefiiggést, ha tetszbleges m
modulusra is ugyanigy érvényes? Ezt nem csak dltaldnos- és kozépiskolai
feladatokndl, hanem a jelen és a késobbi fejezetekben is haszndlhatjuk, en-
nek latvdanyos alkalmazdsa példdul [2011] 5.6. "Nagy kitev6jii hatvanyozas”
alfejezete is.

Az iskoldban tanult ” oszthatdsdgi” szabélyok is a fenti 26. Tétel kovetkez-
ményei.

29. Példa. A 11 -gyel oszthatdsdg szabdlya azon alapszik, hogy
10/ = (=1)’ (mod 11)

tehdt eqy apay_1...a1a¢9 szamjegyekkel, tizes szamrendszerben leirt n szdm

k

N = QpQr_1...0100 (10) .= g 107 - a;
=0
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11 -gyel valé osztdsi maradéka n = Z?:o (=1)7-a; (mod 11), vagyis kap-

jJuk a jolismert szabalyt:

"Egy tizes szamrendszerben felirt szam pontosan akkor oszthato
11 -gyel, ha a szdmjegyeit vdltakozé elojellel 6sszeadva a kapott
dsszeg oszthato 11 -gyel.” (A vdltakozo elbjelek a 0 szamjegyekre is vonatkoz-
nak, példaul n = 1032002 maradéka =1—-0+3—-240—-0+2=4 (mod 11).)

Sok gyakorlé feladatot részletes megoldasokkal taldlhatunk [2005] 39-45.
ill. 97-109. oldalain a fenti szabdlyok gyakorldsdra és alkalmazdséra.

30. Megjegyzés. VIGYAZAT: psratlan modulus esetén dltaldban mdr
nem igazak az aldbbi, jol megszokott allitdasok:
"parostpdros=pdros” , "paratlantpdratlan=pdros” , ... , (mod m)
"pdros-pdros=pdros” , “pdratlan-pdratlan=pdratlan” (mod m) ,
példdul 6 +4=1,6-2=3 de6-4=06 (mod 9) , stb.

Kiilonbéz6 modulusok kozott is vannak Osszefiiggések, amikkel vigydzzunk:

31. Tétel. (i) Tetszbleges my, mg € Z (mymg # 0) modulusokra:
hax =y (mod my) ésx =y (mod ms) akkor = =1y (mod lkkt(my, ms)),

(it) ha ac = bc (mod m) és d = Inko(c,m) , akkor a =b (mod 2) . O

6. Polinomok és Z[a]

Az oszthatésdg (és a [2011] kényvben targyalt osszes fogalom és algorit-
mus, mint pl. Inko, lkkt, Fuklideszi algoritmus, linedris Diophantoszi egyen-
letek, Kinai maradéktétel, stb.) nem csak az egész szamok Z halmazan,
hanem sok mds gyfirliben (6sszeadds és szorzas miiveletével ellatott hal-
mazon) is léteznek, mint példdul a polinomokndl, a komplex szémok bi-
zonyos részhalmazain. Ezen vizsgélatok nagy része nem csak elméleti, hanem
gyakorlati problémak megolddsdhoz is segitséget nyijt a felséfokid matema-
tikdban.

Most csak a legalapvetobb definiciokat és tételeket emlitjiik meg. Az
érdekl6ddk bovebb elméletet [2011]-ben, részletesen kidolgozott feladatokat
[2005]-ben taldlhatnak.

32. Definicié. (i) Z[z] , Rlz] ill. Clz] jeloli rendre az egész-, valds- ill.
komplex egyiitthatdju (egyismeretlenes) polinomok halmazdt.
(ii) Az azonosan c értéket felvevd O foki konstans polinomot ¢ -al jeloljiik.

Minden ¢ konstans polinom fokszdma 0 , de a 0 polinom fokszima —oo . [
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33. Definicié. (i) Egy o € C szdm k -adfokd (k € N) algebrai szim, ha
a gyoke egy k -adfoku valés egyiitthatos (azaz Rlz| -beli) polinomnak,

(ii) a € C algebrai egész, ha o gyoke eqy egész egyiitthatds (azaz 7Z[x]
-beli) polinomnak.

(iit) Legyen o € C egy tetszbleges masodfoku algebrai egész szam, gyoke az

o®+pa+q=0 (19)
egész egqyiitthatos polinomnak. FEkkor legyen
Zla):={a+b-a|abez} . O
Természetesen Z[a| C C .

34. Példa. Z[i| elemeit Gauss-egészeknek, Z[p| elemeit Euler-egészek-
nek (p = cos (30°) +isin (30°)), Z[V?2] elemeit H-egészeknek, Z[i\/5] ele-
meit L-egészeknek hivjuk. [

35. Allitas. Z[o] zdrt az alapmiweletekre (sszeadds és szorzds) ha o mé-
sodfokid algebrai egész szdm.

Bizonyitds: (a+ ba) - (c+ da) = (ac — bdq) + (ad + be — bdp) o

a (19) egyenlet alapjan. O

Tobb szdmelméleti kérdésre is a Z[a] halmazok segitségével kaptunk vélaszt,
mint példdul a Nagy Fermat Tétel n = 3 és n = 4 eseteire (Euler és Fermat),
valamint Fermat ” Kardcsonyi” Tételére (Bolyai Janos), 1d. pl. [2011]-ben.

36. Definicié. Jeldlje 27, a paros szamok halmazit. [

Az aldbbiakban az R gyfirii helyére nyugodtan gondolhatjuk a Z[z], R[z],
Clx], Z]a] és 27 halmazok barmelyikét.

Bérmely R gyfiriiben”) értelmezhetjiik a oszthatdsdg/tébbszords, felbont-
hatatlan (=irreducibilis) és primtulajdonsdgi elemeket. és az egyértelmi fel-
bontds tulajdonsdgét.

37. Definicié. Az R gyfiriiben teljesiil az egyértelmi primfelbontas,
roviden EPF tulajdonsdga, ha birmely a € R felbonthatd irreducibilis ele-
mek szorzatdra lényegében egyértelmit médon (sorrendtdl és asszocidltaktol)
eltekintve). O

") R -r6l még fel kell tenniink, hogy integritdsi tartomany (39. Definici6)
$) 1d. pl. [2011]-ben
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A fenti elnevezés nagyon hasznos tulajdonsdgot takar: ha minden elemet
atomokra (="tovdbb mdr nem bonthats” elemek, gor.) tudunk bontani, és
egyértelm{i médon, akkor igy konnyebben tudjuk az elemek tulajdonsdgait,
a miiveleteket vizsgalni.

38. Megjegyzés. A pdros sziamokndl nem egyértelmi a primfelbontds, pl.
60 =2-30 =106 két kilonbozo felbontds irreducibilis elemekre.
Z[\V10] -ben sem teljesiil az EPF.

39. Definicié. (i) A kommutativ, egységelemes és nullosztémentes gylirtiket
integritast tartomdanyoknak nevezziik,

(ii) az R gylrtben elvégezhetd a maradékos osztds, ha van eqy ¢ : R —
N figgvény (morma, abszolut érték) a kovetkezo tulajdonsdggal: barmely
a,b € R, ¢ (b) #0 elemekhez taldlhatok c,d € R elemek , amelyekre
a=bc+d ésp(d) <), vagyisa-t eloszthatjuk b-vel, a maradék d ,

(iii) R Euklideszi gytri, ha benne elvégezheté a maradékos osztds. O
40. Tétel. Fuklideszi gytirtikben teljesiil az eqyértelmi primfelbontds. [

41. Kovetkezmény. A fenti Tételbol (pontosabban a maradékos osztds lété-
bol) kovetkezik a 5. Szdmelmélet Alaptétele, valamint az Algebra Alaptételé-
nek fele: ”Minden egész/valds/komplex egyiitthatds polinom (vagyis Q[z] és
Rlx] elemei) lényegében egyértelmiien (sorrendtol és konstans szorzdktdl el-
tekintve) bonthatdk fel irreducibilis polinomok”. [

42. Megjegyzés. (i) Példdul a Q[z], Rlx], Z[i], Z[i/2],Z[p], Z[V2], Z[V/3],
Z[V6], Z[V7), Z]V11], Z[\19] struktirdk Euklideszi gytrik, tehdt benniik
érvényes az EPF.

(ii) A 40. Tétel kovetkeztetése azonban nem fordithaté meg: vannak olyan
gytruk, amelyek ugyan nem Euklidesziek, de benniik mégis érvényes az EPF.
Ilyenek példaul a Z[x)], Z]\/23], Z[iv/3], Z[iv/19], Z[iv/43], Z]iv/67), Z[iv/163]

struktirdk.
Midig megoldatlan tobbek kozott a kovetkezd probléma:

43. Probléma. (o) Mely m € Z (nem négyzetszam) egész szamokra teljesiil
Z[\/m] -ben az egyértelmt primfelbontds?

Az aldabbi eredmények ismertek:
(i) Negativ m esetén ismert az Gsszes megfelelo m szam: 7[i], Z[iv/?2],
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Z[iV3], ZliVT), Ziv1l], Z[iv19], Z[iv43], Z[iV6T], Z[iv163] -ben igaz
az EPF (kb. 1970 ¢ta tudjuk biztosan, hogy nincs tbb megfelelo negativ m).
(ii) Nem érvényes az EPF Z[\/m] -ben minden olyan pozitiv m € N (nem
négyzet-) szamra, amelyre 4| m —1 .

(#i1) Ismertek még: Z[/2], Z[V/3], Z[V6], Z[V7], Z[V11], Z]\/19] és Z[\/23] -
ben érvényes az EPF, mig Z[v/10] -ben nem. [

A [2011] konyvhoz mellékelt POL10Sz5.COM program segitségével gyako-
rolhatjuk a polinomok maradékos osztasat, Euklideszi algoritmust, inko kere-
sését ... a Zlx] gyliriiben.

A jelen fejezetben leirtak nem csak elméletileg, hanem gyakorlati prob-
léemaknal is fontosak és hasznosak. A [2005] Feladatgy{iteményben sok rész-
letesen kidolgozott feladatot taldlunk polinomokrdl és a Z[a| struktirakrol.

Erdekesek és hasznosak még a primitiv gyoksk és a szamelméleti
logaritmus, ezekr6l [2011] 6.7. fejezetében olvashatunk.

Fiiggelék

44. Definicié. A B = (P,Un,0,I) struktirdt Boole algebranak nevezziik,
ha tetszoleges A, B,C € P elemekre teljesiilnek az aldbbi azonossdgok:

kommutativitds AuB=BUA (BA1)
ANB=BnNA (BA2)
asszociativitds AUu(BUC)=(AuB)UC (BA3)
ANn(BNnC)=(AnB)nC (BA4)
disztributivitas AU(BNC)=(AuB)N(AUC) (BAS5)
AN(BUC)=(ANnB)U((ANnCQC) (BA6)
elnyelési tulajdonsdgok AU(ANB)=A (BA7)
AN(AUB)=A (BAS)
0 és I tulajdonsdgai AUA=1T (BA9)
ANA=10 (BA10)
AUpdp=A (BA11)
AND=10 (BA12)
AUT =1 (BA13)
ANI=A (BA14)

0

16



Hivatkozasok

[1997] Szalkai Istvan: Linedris algebra, sztochiometria és kombinatorika,
Polygon VII. (1997), 35-51.
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/SzI-Polygon1997-jav.pdf

[2001] Szalkai Istvan: Diszkrét matematika és algoritmuselmélet alapjai,
Pannon Egyetem Kiad6 Veszprém, 2001, javitott kiadds: 2006.

[2005] Szalkai Istvan: Algebra és szamelmélet feladatgytijtemény, Pannon
Egyetem Kiado, Veszprém, 2005.

[2011] Szalkai Istvdn, Désa Gyo6rgy: Algoritmikus szamelmélet, Egye-
temi jegyzet digitdlis mellékletekkel:
http://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/0008 szalkai dosa szamelmelet
/adatok.html ,
http://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/0008 szalkai dosa_szamelmelet
/Szalkai Dosa_Alg szamelm 1 1.html .

[2012] Ba4lint Attila: A logika tanitdsinak szamitogépes tamogatdsa, Szak-
dolgozat (digitélis melléklettel), Pannon Egyetem, Veszprém, 2012,
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/Balint A-xdsi73.docx ,
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/Logika.exe

[2013K] Kozépiskolai Matematikai Lapok, B.4493.feladat, 2012/10 és
2013/8, 478-479.,
http://www.komal.hu/verseny /feladat.cgi?a=feladat&f=B4493&1=hu

[2013w] Wikipédia: Boole-algebra, [Részletes definicid],
http://hu.wikipedia.org/wiki/Boole-algebra

17



