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Micsoda? - kaphatja fel fejét az Olvaso. "Hat korunk valtozasai mar a matematika alapjait
is megrengették?" Hiszen tudjuk, hogy a tobbi alap- és mérnoki tudomany is erre épiil, sot! Az is-
kolaban megtanultuk, hogy a matematika (szinte) mindenre ad receptet: teriilet és térfogatképletek,
rejtélyes szovegl feladatok megoldasi modszerei, masodfoku egyenletek megoldoképlete, geomet-
riai szerkesztési fogasok, stb. Az egyetemeken a differencial- ¢és integralszamitas segitségével bo-
nyolult mechanikai feladatokat oldhatunk meg "konnyedén" (gorbiileti sugar, tehetetlenségi nyo-
maték, differencidlegyenletek megoldasa, stb.). A modern optimumszamitasi eredmények és nume-
rikus modszerek arra is kielégité valaszt adnak, hogy terjedelmes képletek és eljarasi utasitasok he-
lyett hogyan kaphatunk algoritmusok (szamitogépek) segitségével attekinthetd végeredményeket.
Repiilégépek, tirhajok, GPS -ez mind matematika! S6t, szinte mar helyettiink is gondolkodnak ezek
az okos masinak!

De sajnos a tanult modszereknek korlatai vannak, mint ezt nem csak a bennfentesek tudjak.

Jelen Osszeallitasunk elsdsorban laikus Olvasokhoz szol: a MATEMATIKA néhany ismert
¢és kevésbé ismert, meglepd eredményét, problémajat mutatjuk be. Ha egyik-masik fejezet nem
nyeri meg tetszését, kérjiikk ne adja fel - lapozzon tovabb, hatha a kovetkez6 érdekesebb lesz.

Kombinett

Miel6tt azonban fejest ugornank a komoly matematikai eredmények targyalasaba, bemelegi-
tésként nézziikk meg kozelebbrdl az Gn. kombinett vagy mas néven a 15-ds jatékot. 15 kis négyzet
alak k6 van egy 4x4 -es nagyobb négyzet alaku tartoban, 1-t6] 15-ig megszamozva. gy egy iires
hely marad, mint az 1.a) abran lathatd. A koveket kiboritjuk, majd 6ssze-vissza berakjuk 6ket a tar-
toba, példaul mint az 1.b) abran lathatd. A cél az, hogy az iires hely kihasznalasaval a kdveket jobb-
ra-balra és fel-le tologatva visszaallitsuk eredeti sorrendjiikbe. Azonban az 1.b) abra szerinti elren-
dezésbdl kiindulva sohasem jutunk vissza az eredeti allapotba.

A kombinett jaték eredeti és egy osszekevert dllasa
1. abra

A jaték felfedezését Sam Loyd (1841-1911) mult szazadban élt amerikai "mindenestudd"-nak tulaj-
donitjak. (Loyd ur fenti feladvanya sajnos sok ember életét kovetelte, Id. pl. [WWW].)

Matematikai eszkozokkel hogyan lehet valamilyen feladatrol bebizonyitani, hogy lehetetlen
annak megoldasa? Egyszertien!

Minden Iépésiinkben a kdvek sorrendjét valtoztatjuk. Célunk az olyan "kellemetlen™ helyze-
tek megsziintetése, amelyekben valamelyik nagyobb szdm a sorban (a tablazatot jobbrol balra és
feliilrdl lefelé olvasva) megeldz egy kisebb szamot. Nevezziink minden ilyen helyzetet (azaz min-
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den ilyen helyzetii nagyobb-kisebb szampart) inverzionak. (Az 1.b. abran pontosan 1 inverzi6 talal-
hato: 15-14.) A 1épések szerkezetét elemezve belathatjuk,hogy ha vizszintesen toljuk valamelyik
kovet, akkor az inverziok szama nem valtozik, mig minden fiiggéleges elmozditas esetén szamuk
pontosan 3 -mal valtozik. Tehat az inverzidok szdmat a fiiggdleges mozgasok valtoztatjadk. Minden
fliggbleges 1épésnél a "lyuk" is egy-egy szinttel feljebb vagy lejjebb keriil. De a jaték befejezésekor
visszakeriil eredeti szintjére, vagyis 0sszesen paros sok fliggéleges 1épésiink volt. De ez azt jelenti,
hogy az inverzidk szama paros*3 azaz paros szammal valtozott meg. Mivel az 1.b) dbran paratlan,
mig az 1.a) abran 0 azaz paros szamu inverziot talalunk, igy valoban soha nem juthatunk megenge-
dett 1épések sorozataval az 1.b. abra szerinti elrendezésbdl az eredeti sorrendhez. (A fenti okosko-
dast részletesebben megtalaljuk az Elet és Tudomany folyoirat 1963/39., 40. és 42. szamaiban.)

Rubik kocka

Hasonl6 6tlettel mutathatjuk meg példaul azt is, hogy a Rubik Ernd féle biivos kockat alap-
helyzetébdl kiindulva nem tudjuk gy tekergetni, hogy a tekergetés utan minden kockaja alaphely-
zetébe keriiljon vissza,kivéve egyetlen sarokkockat,amely eredeti allapotdhoz képest valamerre
elfordult. A részletesebb elemzést példaul Csakany Béla [CsB] konyvében talalhatjuk.

Most néhany komolyabb eredményt ismertetiink, amelyek bizonyitasa azonban hasonlé 6t-
leteken alapszik.

Algebrai egyenletek

A harmad- és negyedfoku algebrai egyenletek (vagyis az ax>+bx’+cx+d=0 illetve az
ax*+bx+ex?+dx+e=0 alaka egyenletek, ahol a,b,c,d,e tetszdleges adott valds szamok, a#0 gyokeit
Girolamo Cardano (1501-1576), Nicolo Fontana Tartaglia (1500-1557) és Ludovico Ferrari
(1522-1565) olasz matematikusok jovoltabol pontosan meg tudjuk hatarozni az alapmiiveletek és
gyokvonasok segitségével. A masodfoku egyenletek megoldoképletét mar ie. 250-ben leirta Diop-
hantosz gorog matematikus. Csak tobbszaz éves probalkozas utan sikeriilt Paolo Ruffini (1765-
1822) olasz matematikusoknak megmutatnia, hogy nem létezik olyan, csak alapmiiveleteket és
gyokvonasokat hasznald altalanos eljaras, amely tetszbleges 6tod- vagy magasabbfoku egyenletek
gyokeit megadna! Ruffini eredeti bizonyitasa hianyos volt, a hianyt Niels Henrik Abel (1802-1829)
norvég és Bolyai Janos (1802-1860) magyar matematikusok poétoltak, ez a hires Abel-Ruffini-
Bolyai Tétel. (Specialis egyenletek persze egyedi modszerekkel megoldhatéak, mint pl. x>-1=0
vagy X°-x*+x3-x*+x-1=0.) Sét, Evariste Galois (1811-1832) francia matematikus haldla eltti &j-
szakan (!) megirt munkajaban altalanosan leirta azon magasabbfoku egyenletek tipusait, amelyek a
megengedett miiveletekkel megoldhatoak.

Geometriai szerkesztések

A kozépiskolai feladatgytijtemények bovelkednek kiilonb6z6 szerkesztési feladatokban, és e
feladatokat oldogatva talan esziinkbe sem jut, hogy vannak korzével és vonalzoval nem megszer-
keszthet6 feladatok. Raadasul nem csak a nevezetes problémak (a kor négyszogesitése, szog har-
madolasa, kocka kettézése) ilyenek, hanem példaul haromszoget sem tudunk szerkeszteni (csak
korzé és mm- beosztas nélkiili egyenes vonalzo segitségével), ha mondjuk csak a harom szogfele-
z0je adott. Hogy miért? Belathatdo ugyanis,hogy munkénk sordn csak olyan szakaszokat tudunk
megszerkeszteni, melyek hossza kifejezhetd a négy alapmiivelet és a négyzetgyokvonds segitségé-
vel, az adott szakaszok és az egységszakasz hosszanak felhasznéladsaval. Az algebra eszkozeivel
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) német matematikus igazolta, hogy nem szerkeszthetd meg olyan
szakasz, amelynek hossza nem gyoke egyetlen racionalis egyiitthatdju egyenletnek sem. Marpedig
a kockakett6zés *\2, a szdgharmadolas a tetszSleges b valos szamra a 4x>-3x-b=0 egyenletek
gyokeinek, és végiil a kor négyszogesitése m megszerkesztését kivanna meg. Ez utobbirdl Ferdi-
nand Lindemann (1852-1929) német matematikus 1882 -ben mutatta meg, hogy transzcendens, az-
az nem gyoke egyetlen racionalis egyiitthatdju egyenletnek sem.



Atdarabolasok

A Természet Vildga 1991 februari szamaban egy olvasmanyos cikkben Palfy Péter Pal arrdl
értesit benniinket, hogy Lackovich Miklés, az ELTE TTK Analizis Tanszékének docense 1990-ben
mégis négyszogesitette a kort. Persze most nem a szokasos korzés-vonalzos szerkesztésrdl van szo!
Lackovich megkozelitési modja Bolyai Farkas (Bolyai Janos apja, 1775-1856) kovetkez6 eredmé-
ny¢hez kapcsolodik (a részleteket Palty Péter cikkében vagy Weszely Tibor [WT] konyvének 81-
84 oldalain megtalalhatjuk). Bolyai Farkas 1832-ben kiadott [BF] "Tentamen" c. konyvében iga-
zolta azt a tételt, hogy barmely két egyenld teriiletii sokszog felbonthatd véges sok kisebb sokszog-
re ugy, hogy a két (nagy) sokszoget alkotd kisebb sokszogek egymassal parosaval egybevagoak le-
gyenek. Vagyis, ha az egyik sokszoget papirbol kivagjuk, akkor olloval aprobb sokszogekre vag-
hatjuk gy, hogy e kis darabokbol éppen a masik nagy sokszoget tudjuk kirakni, tehat az egyik sok-
szoget atdaraboltuk a masik sokszoggé. Be kell vallanunk azért, hogy Lackovich Miklds nem ko-
zOnséges olloval darabol, hanem (matematikai) részhalmazokra bontotta a kort és a négyzetet.

Térben azonban bonyolultabb a helyzet: Max Dehn német matematikus 1902-ben igazolta,
hogy pl. két, egyenld alapteriiletii és egyenlé magassagu gila sem darabolhaté at mindig egymasba!

Dehn bizonyitasa nehéz, azonban a kovetkezd rejtélyt az Olvasdé maga is megoldhatja, kis
fejtorés utan. Egy nagy kockat tigyesen vagdosva elérhetjiik, hogy minden 1épésiinkben a mar meg-
kapott részekbdl annyit vagjunk ketté,amennyit akarunk, méghozza egyetlen nyisszantassal. Vagyis
5 vagas utan akar 2°=32 résziink is lehetne. Mégis, egy 3x3x3-as méretii nagy kockat 5 vagassal
nem tudjuk a 27 kis kockara felvagni! Miért?

Integralhatésag
A differencial- és integralszamitasba kicsit is belekostolt Olvasé bizonyara talalkozott mar a
kovetkez6 problémaval: vannak olyan fiiggvények, melyek primitiv fliggvénye, mint pl.

e’ 1 f 1
fezzdx . /?dl . Dx) = = /e_tg/z dt . Li(x):= /ln(x) dz .
— o0
. 5 5 ) cos (x) . sin (x)
sin (2?) d | cos (z?)dx . Ci(z):= dr . Si(x):= - dzx .
- i

f\/l—.fc-sil12(xj dr (k#1)

nem adhatd meg képlettel. Nem tanultuk rosszul! Isaac Newton (1643-1727) egyik tételébdl ugyan
kovetkezik, hogy tetszéleges folytonos f fiiggvény esetén [f(t)dt létezik, azonban Joseph Liuoville
(1809-1882) francia matematikus tétele szerint ezen primitiv fiiggvényekre képlet nincs: nem irha-
tok fel az elemi fiiggvények: X", "Vx, @*, 10ga(X), sin(x), cos(x), ..., valamint a négy alapmiivelet, a
kompozicio (Osszetett fliggvény képzése) €s az inverz-fiiggvény képzése "operaciok" segitségével.
Errél bévebben [KI] -ben vagy [Sz14] -ben olvashatunk.

Pihenésképpen hallgassuk meg Zerkovitz Béla (1881-1948) magyar zeneszerzé, még épi-
tészmérnok hallgatd koraban irt Integrdl Boske kupléjat: "Az életem a matematikié', az analizist
szornyen szeretem, rajongok, ah, a geometriaé', Integril Boske a nevem ... ."

Vannak azonban még sulyosabb problémak is.

Mar Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) német matematikus és filozofus is foglalkozott
a matematikai allitasok helyessége eldontésének és a bizonyitasok "gépesitésének” gondolataval.
Néhany évszazad mulva azonban vildgossa valt, hogy a szamitogépek sem mindentudoak.



Megallasi probléma

Példaul nézziik meg, hogy miért nem készitheté olyan univerzalis szamitogép (-program),
amely tetszéleges programrol €s tetszéleges bemeneti adatrol legalabb annyit eldont, hogy az adott
programot a kérdéses adattal elinditva, a program futdsa megall -e valamikor, véges id6 utan (bar
ez elvben akar pl. 10599 gy is lehet), avagy végtelen sokaig szamol, sohasem all meg. Ezt a problé-
mat hivjak megdllasi problémanak.

Nézziik, miért nem lehet ilyen programot késziteni. Ennek nem technikai akadalyok vagy
tigyetlen programozok az okai! Foglalkozzunk most csak olyan programokkal, melyek bemenete
egyetlen természetes szam. Mint tudjuk, minden programot egy rogzitett jelkészlettel irunk le (mint
pl. a szamitogép billentytiin 1athato jelek). E programok végiil is véges hosszuak, igy tekinthetjiik
Oket e jelkészletbol felépitett "szavaknak". E szavakat abc- sorrendbe rakva kapjuka Py, P2, Ps ...
Pi ... listat, az dsszes lehetséges program listajat. Ugyanigy felsorolhatjuk az dsszes lehetséges in-
put listajat: 11, 1, I3 ... Ij ... . Tegyiik fel most, hogy mégis van egy fenti tulajdonsagu univerzalis
programunk: H . Példaul H inputként kéf természetes szamot var: tetszdleges i és j szamra 1-et ad
ki, ha a P; programot |; -vel, mint inputtal elinditva a P; program akdrmennyi, de véges id6 mulva
megall, és mondjuk a H program 0 végeredményt ad, ha P; sohasem all meg j "hatasara".

Most H felhasznalasaval irjuk meg a kdvetkez6, mondjuk G -nek nevezett programot: tetszéleges X
természetes szamra, H(X,X)=1 esetén G fusson egy végtelen ciklusba, és H(x,X)=0 esetén allit-
suk le G -t. G egy kozonséges program, tehat szerepel a Py, P, , P3... listan. Legyen mondjuk
G éppen a Pk program.

Most nézziikk meg, mit csinalna Pk , ha éppen a K adattal intitanank. Ha Pk megallna valamikor,
akkor H(K,K)=1 lenne, de ekkor, Pk a fentiek szerint végtelen ciklusba futna, ellentmondas. Ha
pedig Pk nem allna meg a K adattal elinditva, akkor persze H(K,K)=0, vagyis Pk definicija miatt
Pk azonnal megall, Gjabb ellentmondas.

Tehat a H univerzalis gép nem létezhet, befejeztiik a bizonyitast. O

crer

ni, Georg Ferdinand Cantor (1845-1918) német matematikus, a halmazelmélet atyja tiszteletére.

Diophantoszi egyenletek

Sajnos, a szamitdégépek még "hétkoznapibb" probléméak megoldasahoz is alkalmatlanok.
Diophantos (kb.200-kb.284) gérog matematikus tiszteletére diofantikus egyenleteknek nevezziik az
olyan egész egyiitthatds algebrai egyenleteket, melyeknek csak egész (pozitiv €s negativ) gyokeire
vagyunk kivéancsiak. Példaul egy tetszdleges egyvaltozds

30 <icn &X' = anX ™ an. X" rapxtax+ag = 0 (aie2)

algebrai egyenlet egész gyokei csak az ap (konstans) tag osztoi lehetnek, ezeket szamitogéppel meg
lehet talalni és ki lehet probalni. David Hilbert (1862-1942) német matematikus 1900-ban, a parizsi
Nemzetkozi Matematikai Kongresszuson a XX. szdzad kutatasi irdnyat meghatarozo eléadasaban
tobbek kozott a kovetkezd problémat is megfogalmazta (melyet Hilbert 10. problémajaként is emle-
getnek): Adjunk algoritmikus eljarast tetszéleges kétvaltozds 3o <i<n Do <j<m aijXy' =0 (aieZ) al-
gebrai egyenlet egész gyokeinek megkeresésére. Csak 1969-ben sikeriilt Juri Matijaszevics fiatal
orosz matematikusnak megmutatnia, hogy tobbvaltozos, magasabbfoku diofantikus egyenletekre
ilyen altalanos algoritmus nem létezik (akarmilyen teljesitményii gépek és akarmilyen tigyes prog-
ramozok is lesznek a tavoli jovében) !

Tovabbi megoldhatatlan problémak

Sajnos nagyon sok fontos probléma sem oldhaté meg szamitoégéppel, példaul a génprobléma
sem: Adott kezdeti génallomany és mutaciok adott halmaza esetén dontsiik el,hogy egy adott beteg-
ség létrejohet-e? A szamitogépek milkodésének "furcsasagairol", korlatairol példaul az [AHU],
[GJ],[GL],[GT], [LL], [NFR],[SzI2],[SzI3], [TV] vagy [TB] miivekben olvashatunk részletesebben.



NP - teljes problémak

A szamitdégéppel megoldhatatlan problémak ellentétei az "univerzalis" problémak. Leegy-
szeriisitve: Egy problémat NP-teljesnek (Nondeterministic Polynomial Complete) neveziink, ha az
alabbi kijelentés igaz ra: ”Ha erre a problémdra lenne gyors algoritmus, akkor a vildg 6sszes prob-
lémajara is lenne (azonnal!) gyors algoritmus". Példakat, preciz megfogalmazast és bizonyitast
[SzI3] és [LL] -ben talalhatunk.

"Mi ebben a meglep6?" -kérdezheti az Olvasoé, aki eddig figyelmesen kovette gondolatme-
netiinket. "A matematika egzakt tudomany, igy minden modszerrdl pontosan megmondja, mik a
korlatai. Legfeljebb ijabb mddszerek utan kell nézniink." Sajnos ez tavolrol sem ilyen egyszerd.
Ennek megértéséhez érdemes egy kicsit részletesebben megismerkedniink a matematika felépitésé-
vel, a matematikai bizonyitasok mibenlétével. (Tobbek kozott igy Leibniz problémadjara is valaszt
kapunk.) Az alabbiak megértése még tobb figyelmet kivan az Olvasétol, vegyiink tehat mély 1éleg-
zetet!

A parhuzamossagi axioma

A geometridban megtanultuk Euklidész axiomait, melyeket ie. 300 koriil vetett papirra. Az
axiomak olyan "alapallitasok", amelyekbdl kiindulva csupan logikus gondolkodas segitségével be-
bizonyithatjuk a geometria Gsszes tételét. (Euklidész az axiomakat "Elemek" c. miivében foglalta
0ssze, aminek magyar forditasa 1983-ban jelent meg a Gondolat kiadonal, interneten is megtalalha-
to a MEK honlapjan, 1d. [EE].) Ko&ztudott, hogy Bolyai Janos (1802-1860) 1831-ben, és Nyikolaj
Lobacsevszkij (1792-1856) 1830-ban megjelent dolgozataiban megmutattak, hogy Euklidész un.
"parhuzamossagi" axiomaja (amely szerint egy adott ponton keresztiil pontosan egy olyan egyenes
huzhatd, amely egy masik, adott egyenessel parhuzamos) nem feltétlentil kell, hogy igaz legyen. Ha
ugyanis ennek az axiomanak a tagadasat csatoljuk a tobbi megmaradt axiomahoz, akkor szintén egy
értelmes, ellentmondast szintén nem tartalmazo axidémarendszert kapunk, rdadasul ennek alapjan
egy Ujabb, Un. "nem-euklideszi" geometriat is.

A geometriahoz hasonloan a matematika tobbi aga is axiomatizalhatd. Pl.a szdmelmélet axiomai
Guiseppe Peano (1858-1932) olasz matematikus nevéhez fiiz6dnek, a halmazelméletben pedig
Ernst Zermelo (1871-1953) német és Adolf Fraenkel (1891-1965) német-izraeli matematikusok
axiomait hasznaljuk. S6t, mint Hilbert, Paul Bernays és Gerhard Gentzen (1909-1945) kutatasai
kimutattak, egyediil a halmazelmélet segitségével nemcsak a geometria és a szdmelmélet, hanem a
matematika Osszes tobbi aga felépithetd (azaz fogalmai definidlhatok és tételei bebizonyithatok).
fgy tehat elegendd a halmazelmélet "ingatag" épiiletét bemutatnunk. (A halmazelmélet modern
leirasat megtalaljuk példaul Halmos Pal [HP] valamint Hajnal Andras és Hamburger Péter [HH]
konyveiben.)

A kontinuum-hipotézis

A halmazelmélet és a matematikai logika fejlédésére nagy hatast gyakorolt az tn. "kontinu-
um-hipotézis" (=folytonossagi feltevés). Georg Cantor a XIX. szazad végén megmutatta (a rola el-
nevezett "atlos eljarassal"), hogy a valos szamok halmaza nagyobb szamossagu, mint a természetes
szamok halmaza. (Két végtelen halmazt akkor neveziink egyenld szamossagunak, ha létezik kozot-
tilkk egy kolcsonosen egyértelmi fiiggvény azaz bijekcid.) Mar 6 is felvetette azt a kérdést, vajon
van -e a valos szamok halmazanak olyan részhalmaza, amely ugyan kisebb szamossagl a valos sza-
mok halmazanal, de ugyanakkor nagyobb szdmossagli a természetes szamok halmazanal. Ilyen
halmaz 1étezését tagadja a kontinuumhipotézis, roviden KH kijelentés. A kontinuum hipotézist ca-
folo6 halmazok keresése kozben alakult ki a matematika egyik 0j aga, a leir6 halmazelmélet.
Kés6bb, az 1930-as években Godel vizsgalta az un. "konstrualhatoé" (azaz definialhatd) halmazok
osztalyat. Kimutatta: ha a "minden halmaz konstrudlhaté" axioma (roviden V=L) igaz, akkor KH



is igaz, vagyis "V=L"=>"KH". Godel még azt is kimutatta, hogy a V=L allitds a halmazelmélet
axiomaibol nem cafolhato, és igy KH sem.

Az 1960-as évek elején Paul J.Cohen amerikai matematikusnak véletlentil(!) sikeriilt meg-
Mutatnia, hogy a KH, s6t a V=L allitas sem igazolhatok a halmazelmélet axiomaibdl. Olyan model-
leket (halmazokat) "kényszeritett ki" (szakkifejezéssel "forszolt ki), melyek teljesitik a halmaz-
elmélet Osszes axiomajat, de benniik KH illetve V=L hamis. (KH torténetérdl részletesebben olvas-
hatunk Urban Janos [UJ3] cikkében.) Cohen felfedezéséért Fields medalt kapott, amely kitiintetés
helyettesiti a matematikai Nobel dijat (ami tudvalevdleg nem létezik), és nem véletleniil. Olyan al-
talanos mddszert fedezett fel, a "forszolast", amellyel szinte barmely allitasrol majdhogynem
gépiesen (!) el lehet donteni, hogy konzisztens-e, azaz nem vezet-e ellentmondésra a halmazelmélet
axiomaival. Pontosabban, Cohen modszerével olyan modelleket (halmazokat) tudunk konstrualni,
melyekben a halmazelmélet axiomai és a kérdéses allitas is teljesiil. Ha pedig olyan masik modellt
is sikeriil "kiforszolnunk", amelyben a kérdéses allitas tagadasa teljesiil, akkor e két modell birtoka-
ban mar biztosan mondhatjuk, hogy az 4llitas fliggetlen az axiomaktdl. Masként fogalmazva: nem
bizonyithato, és nem is cafolhat6 az axiomakbol.

Tovabbi eldonthetetlen allitasok

Sz4dzadunkban, a matematikai logika preciz megalapozasa kovetkeztében még meglepdbb
tételeket ismerhettiink meg: Alonzo Church (1903-1995) 1936-ban igazolta a kovetkezd allitast:
Minden "eléggé bé" I' axiomarendszer esetén, ha I' nem vezet ellentmondasra, akkor nincs olyan
algoritmus, amely tetszéleges allitasrol eldontené, hogy az allitas I'-bdl bebizonyithato-e. (A bizo-
nyitas Otlete hasonlit az univerzalis gépiink lehetetlenségére feljebb adott bizonyitasunkhoz.)

Tovabbmenve, Kurt Godel (1906-1978) német szarmazasu matematikus 1931-b6l szarmazo
un. elsé "nemteljességi tétele" szerint ha I tetszbleges, szintén eléggé bo és ellentmondast nem tar-
talmaz6 axiomarendszer, akkor 1étezik olyan ¢ allitas, mely nem bizonyithatd és nem is cafolhatd
(csak T" felhasznalasaval). Ekkor roviden azt mondjuk, hogy a ¢ allitas fiiggetlen a I axiomarend-
szertdl. A tétel szerint persze ha a kérdéses ¢ allitast (vagy éppenséggel annak tagadasat) hozza-
vessziik a I axiomarendszerhez, akkor még mindig lesz olyan v allitds, mely fiiggetlen a kibdvitett
axiomarendszert6l, s.i.t. Godel bizonyitasa csupan az ilyen ¢ allitas 1étezését mutatta meg. A rovid
bizonyitas példaul [SzI1]-ben megtalalhato.

Hamarosan azonban a matematika tobbi agaban is egymads utdn mertiltek fel olyan kérdések,
melyek a haszndlatos axidmarendszerektdl fiiggetlenek, azaz a hasznélatos axiomarendszerekben
sem bizonyitani sem cafolni nem lehet 6ket. E16sz6r Godel "masodik nemteljességi tételét" kell
megemliteniink, amely szerint: amennyiben I ellentmondéstalan, akkor I' ellentmondastalansaga
(szakkifejezéssel I' konzisztenciaja) csak I' felhasznalasaval nem bizonyithato, és "természetesen”
nem is cafolhato.

Kovetkezo példank Jeff Paris eredménye, amelyre Csirmaz LaszI6 adott meglepGen szép bi-
zonyitast néhany éve: A kovetkezd allitds nem bizonyithatd és nem is cafolhaté a szamelmélet
Peano-féle axiomarendszerében. "Legyenek k és n tetszéleges természetes szamok, és szinezze az
F fiiggvény a természetes szamok k -elemii részhalmazait ki n szinnel. Ekkor van a természetes sza-
moknak olyan H részhalmaza, amelyre F(A)=i valamely rogzitett i<n szinre de H minden k -elemti
A részhalmazara, és ha H legkisebb eleme h, akkor H legalabb h+1 -elemi, és természe-tesen H
legalabb k -elem."

Csirmaz Otletesen megmutatja, hogy egyrészt a fenti allitas a természetes szamok standard, az isko-
laban megismert halmazaban (in. modelljében) igaz. Masrészt egy masik, un. nem standard model-
lel is megismertet benniinket, amelyben a fenti allitds hamis: "Fajjuk fel" a pozitiv racionalis sza-
mokat oly mdédon, hogy mindegyik racionalis szam helyett az egész (pozitiv és negativ) szamok
halmazanak egy miniattir képmasa alljon mégpedig ugy, hogy e kis halmazok "ne ldgjanak egymas-
ba". A 0 helyére pedig hasonlé médon a természetes szdmok standard halmazanak egy (kicsinyitett)
példanyat illessziik. Az igy kapott halmaz - hissziik vagy sem - teljesiti a szdmelmélet Peano-féle
axiomarendszerét, st mi tobb, a Paris féle allitas itt hamis. Mivel pedig egyik modellben a Paris-



féle allitas igaz, mig egy masikban hamis, igy (Gddel egy régebbi tétele szerint) fliggetlen a Peano-
axiomarendszetdl.

Mint emlitettiik, a Cohen altal feltalalt forszoldas mddszere segitségével a matematika sza-
mos agaban sok felmeriilé problémardl deriilt ki, hogy az axiomaktol fliggetlenek. Végezetiil fel-
sorolunk néhany ilyen allitast, azonban az Olvaso elnézését kérjiik, ha ezek némelyike nehezen
értheto:

(a) Ha két Banach teret és a kozottiik hato linearis operatort formulédkkal definidlhatunk, akkor az
operator folytonos (Id. [HISz]).

(b) R -ben "alef-1" sok nullmértékii halmaz inidja is nullmértéki.

(c) Ha R egy teljes, stirti, végpont nélkiili rendezett halmaz, melynek van megszamlalhat6 stirti
részhalmaza, akkor R izomorf R -el, a valds szamok rendezett halmazaval.

(d) Ha k olyan szamossag, mely R szamossaganal kisebb de N szamossaganal nagyobb, és Az, Az
,... kK -nak tetszéleges részhalmazai, akkor van olyan Aj; ,A iz ,.... részsorozat, melynek van
Iimesze, azaz Nen Uj>k Aij = UkeN ﬂj>k Aij .

A matematikai logika preciz felépitése, €¢s Cohen modszerének vazlatos leirasa megtalalha-
to Horvath Miklos, Joo Istvan(t) és Szalkai Istvan [HISz] cikkében, mely tudomésunk szerint [UL]
mellett az egyetlen magyar nyelvii modern bevezetés.

A cimben feltett kérdésre pedig tomoren igy felelhetnénk: Igen, bizhatunk a matematikdban,
mert a téle megszokott alapossaggal nem csak a mddszerek, hanem axidmarendszereink és bizonyi-
tasaink lehetséges hatérait is megmutatja.

Végiil alljon itt még néhany tovabbi javasolt olvasnivald az Erdekl6dd Olvasok szamara.
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