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A kombinatorikdban egymas utan irunk le rettentéen nagy szamokat és nem is torédiink
vele, hogy mekkorak is valojaban. Még meglep6bb, hogy a matematika szinte minden teriile-
tén is sokszor talalkozunk hasonléan nagy méretii szamokkal, szamolasokkal, jelen 6sszealli-
tasunkban csak néhany érdekesebbet mutatunk be. A nagy szamitasok elméletét az Algoritmu-
sok bonyolultsdga tudomanyagban talaljuk, bevezetonek [Sz2001] IlI. részét és [LL1990] 3.
fejezetét ajanljuk. (Cejtin Tételét azért ideirjuk: Minden rekurziv (kiszamithato) f(n) fiigg-
vényhez létezik olyan algoritmikus probléma, amelynek megolddsdhoz, n méretii adathalma-

2ok esetén legalibb f(n) idé kell. o Nos, ha példaul f(n) = 10°" (n magas hatvany) 727 )
A feladatok megoldasat a cikk masodik részében talaljuk.

Feladatok

0) Egy n-jegyli N szam primtényezds felbontdsat keressiik. Egy tanult modszer: a parat-

lan szdmokat probaljuk ki JIN -ig. Hany osztast kell elvégezniink?

a) Ez mennyi id6 lenne n=20, n=30, n=40 és n=50 esetén egy 5 GHz-es gépen futtatva, ha
csak az osztasokat szamitjuk egy-egy 1épésnek ?

b) Mennyire csokkenne a futasidé, ha a VYN alatti primszamokat egy tablazatban tarolnank,
¢s csak e primszamokat probalnank ki ?

1) a) Hany szorzast kell elvégezniink egy nxn -es matrix determindnsdnak kiszamitasahoz a
definici6 szerint?
Ez mennyi id6 lenne n=15, n=20 és n=25 esetén egy 5 GHz -es gépen futtatva, ha csak a
szorzasokat szamitjuk egy-egy lépésnek ?
Becsiiljiik meg a kapott eredmény nagysagrendjét n — oo esetén!
b) Ugyanekkora matrixok szorzasdhoz, illetve n -edik hatvanyanak kiszamolasahoz hany
szorzast kell elvégezniink? Ezeket is szamoljuk 4t mp —re, 5 GHz —es gépet feltételezve !

2) Legyen f:RP— R egy tetszéleges p -valtozos, N -szer derivalhato fiiggvény.

a) Hanyféle n -edik derivaltja van? (Ne feledjiik Schwarz tételét!)

b) Hany tagbol all az f(x) fliggvény N -edrendii Taylor polinomja?

¢) Hany n -edik derivaltja van az olyan ¢ :R" — R fiiggvényeknek, melyekre nem igaz
Schwarz tétele (azaz Dig#Djg ha i1#]j)?

Csodaljuk meg Faa di Bruno formulajat is:
Ha Du jeloli az u fiiggvény x szerinti k -adik derivaltjat, akkor
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3) Tekintsiink egy n — valtozos f logikai fliggvényt.

a) Hany sorbol all igazsagtablazata? Mennyi id6 alatt értékelné ki egy 5 GHz —es gép, ha
minden orajel alatt egy-egy sort tudna kiértékelni ?

b) Ha feltessziik, hogy az f fiiggvény értékeinek kb. 50% -a igaz, akkor hany karakterb6l
all az f fliggvény Diszjunktiv Normal Forma (DNF) alakban?

Mennyi ideig nyomtatna a karaktereket egy 5 GHz —es gép, ha minden orajel alatt egy-egy
karaktert nyomtatna ki?

Hény oldalon illetve hany kotetben (hany méter polcon) férne ki ez a DNF 4 pt -os betii-
méretben, 152 sor, soronként 225 karakter, "biblia"-papiron 1500 lap =4 cm? (Indexes val-
tozokat hasznaljunk: p; ... pn, vagyis mindegyik valtozora két-két karaktert szamoljunk. A
tagadas muveletét jeloljiik feliilvonassal, vagyis ez nem kiilon karakter. Leheto legkevesebb
zarojelet hasznaljunk: (A ...A)V (A ... A) ... alakban.)

¢)" Atlagosan milyen hosszi egy DNF, ha csak a legfeljebb 50% -ban igaz fiiggvényeket
tekintjiik ?

4) 0) Hany egyszerii graf van n cstcson ?

a) Két n—elemi halmaz k6z6tt hany bijekcio van ?

b) Ha "favagé" -modon két n —cstcst egyszerl graf izomorfiajat 0gy ellenriznénk, hogy
csucshalmazaik kozott az dsszes bijekcio éltartosagat ellendriznénk, akkor ez mennyi idot
venne igénybe egy 5 GHz —es gépen, ha minden orajel alatt egy-eqgy él-ellenérzést végezne?

5)0) Egy n-—elemi és egy k—elemil halmaz k6z6tt hany tetszéleges fiiggvény van?

a) A "favagd" — modszer alkalmazasaval mennyi id6 alatt tudnank eldonteni egy n —csticsu
grafrol, hogy 3 -kromatikus -e, azaz k=3 jo6 -e (5 GHz-es gép, minden orajelben ... ) ?

b) Mi a helyzeta k=2 esetben ?

6) Hany tagbol all az (X;+Xo+...+Xp)" kifejezés (a polinomidlis tétel szerint kifejtve) ?
Ez mennyipl. n=10 és p=5 esetén?

7) Hanyféleképpen lehet az X;-Xp-...-Xn kifejezést zarojelezni? Mennyi ideig nyomtatna a
végeredeményt egy 5 GHz-es gép (minden orajelben ... ) ?

8) Az 1,2,..,100 szamok koziil hanyféleképpen lehet kivalasztani harmat ugy, hogy a

kivalasztott szamok Osszege oszthatd legyen 3 -mal ?
(XVII. Bataszéki matematikaverseny, orszagos donté 7.osztalyos feladat, 2006.)

9) Hany tagbol all a logikai szitaformula n részhamaz esetén?

10) Tekintsiik a természetes szamokon a kovetkez6 (végtelen) grafot: K=(N,F), ahol az m
és n csticsokat pontosan akkor kotjiik 6ssze éllel, ha m és n relative primek. Mutassuk meg,
hogy ekkor tetszéleges G=(V,E) graf pontosan akkor feszitett részgrafja K -nak, ha G tetsz6-
leges PeV csucspontjaraa G\I'(P) graf kromatikus szama véges (itt I'(P) jeldli P szomszé-
dainak halmazat G -ben).

A feladat altalanositasat 1asd még [Sz1991] -ben.

11) Pihenésképpen az 1%+2%+...+n? = n(n+1)(2n+1)/6 azonossagot szemlélteti az alabbi
harom ébra:



i
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Megoldasok

0)a) Haaz N szam n -jegyi, akkor értéke koriilbeliil N~10" (pontosabban 10™'<N<10").
Ekkor az osztasok szama /N /2 ,ami

n=20 (és 5SGHz) esetén 5-10° Iépés = 1 mp,

n=30 esetén 510" 1épés = 10°mp ~ 27 Ora 46 perc,
n=40 esetén 5-10%° 1épés = 10% mp ~ 317 év 35 nap 18 ora,
n=50 esetén 510 1épés = 10 mp ~ 31.7 milli6 év ... .

b) Jeloljiik tetszleges X szam esetén 7(X) -el az X -nél kisebb primszamok szamat! A
"Nagy Primszamtétel" (Hadamard és de la Vallée Poussin, 1896) szerint w(X)~x/In(x) . Ekkor

az osztasok szdma (/N )~ +/N /In(+/N ), ami

n=20 (és 5GHz) esetén ~4.3-10° Iépés < 1 mp,

n=30 esetén ~2.9-10% 1épés ~ 5790 mp ~ 1 ora 36 perc,

n=40 esetén ~2.2:10" 1épés ~ 4.410° mp ~ 13 év 281 nap 13 éra,
n=50 esetén ~1.4-10% 1épés ~ 1.7-10" mp ~ 5.5 milli6 év ... .

1) A szorzasok szama n +n(n-1) + n(n-1)(n-2) + ... + n! | vagy masképpen:

N1+ Yo + Yo+ .o+ Yy ) . A Stirling -formula szerint ez aszimptotikusan:

nem . 1+ Yy + Yo+ o+ gy ) ~ (ﬂ) e
e

~

o
n=15 (és 5GHz) esetén ez kb.

15307 [e'* ~ 3534937 201 323 1épés = 706 986 mp ~ 196 6ra,
n=20 esetén

202407 [6 ~ 6585 813 029 813 853 679 lépés

= 1317162605962 mp = 365 878 501 ora = 41 767 év !!!

Nn=25 esetén

25%° 507 [e** ~ 3,35299 - 10%* 1épés  ~ 6,70598 - 10 mp ~ 21 264 542 év !!!



2)a) Egy derivalt DyiDyo ... Dgp T alaku, ahol a 0<kyko,....ko<n egész szdmokra teljesiil,

hogy kitkot..+kp=n. Azilyen ki szdmok szama ismétléses kombinacid
Crm = [p+n—1j _(+)(+2)..0+p-1)
p-1 (p-D!

b) A Taylor polinom tagjainak szama

i(pm—l}(m Nj: (N+D(N+2)...N+p) N°
p-1 p p! p!

c) Ha Schwarz tétele nem teljesiil, akkor a derivaltak lehetséges szama ismétléses variacio:

Vpn (ism) — pn '

n=0

3) a) Azigazsagtablazat 2" sorbdl 4ll.

n=10 eseténez 2'°/5GHz = 1024/5*10° mp = 2,048 * 107 mp,

n=20 eseténez 2°°/5GHz ~ 2,097 * 10 mp,

n=30 eseténez 2°°/5GHz ~ 0,215 mp,

n=40 eseténez 2%°/5GHz ~ 219,902 mp ~ 3.6 perc,

n=50 eseténez 2°°/5GHz ~225180 mp ~ 62.5 éra ~ 2.6 nap,

n=60 eseténez 2°°/5GHz ~ 2,306*10° mp =~ 6 405 6ra = 7 év 3.5 honap,
n=70 eseténez 2'°/5GHz ~ 2,361*10" mp ~ 6,559*10" 6ra ~7 508 év !
n=80 eseténez 2%°/5GHz ~2,418*10 mp ~ 7688020 év!

Qo

b) Minden igaz sorhoz egy (piA ... A Pn) Vv jelsorozat tartozik (a tagadas miiveletét nem
szamoljuk), ami 2+2n+n-1+1 = 3n+2 hossza. Mivel a DNF 2"/2 igaz sort tartalmaz, ezért
a DNF hossza 2" *(3n+2)/2 .

n=20 eseténez 2'°*62/5GHz ~ 0,006 mp,

n=30 eseténez 2°°*92/5GHz ~ 9,89 mp,

N=40 eseténez 2°°*122/5GHz ~ 13414 mp =~ 3 6ra 43,5 perc,
n=50 eseténez 2% *152/5GHz ~1,711*10' mp ~ 6.5 honap,

n=60 eseténez 2> *182/5GHz ~2,098*10" mp ~ 667 év 2.5 honap,
n=70 eseténez 2% *212/5GHz ~2,503*10" mp ~ 795 830 év !
n=80 eseténez 2'°*242/5GHz ~2,926*10™ mp ~ 930 250 459 év !

~
~
~
~

a karakterek szama:

n=20 eseténez 2'°*62/(152*225)
n=30 eseténez 2°°*92/(152*225)
n=40 eseténez 2% *122/(152*225)
N=50 eseténez 2*° *152/(152*225)
N=60 eseténez 2°°*182/(152*225)

)

)

15,3 oldal,
444 214 oldal
96*10° oldal
5*10% oldal ~ 16 680 km ! -nyi kényv,

1 38,5 m -nyi konyv,

1,9

2

3%10' oldal ~ 81 805 736 km ! -nyi kényv,
3,6

4,

52,26 km ! -nyi konyyv,

~

~
~
~

66*10%° oldal ~ 97 577 163 194 km,
28*10' oldal ~ 1,14*10%* km

n=70 eseténez 2% *212/(152*225
n=80 eseténecz 2'° *242/(152*225

~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~

~ 0,012 fényév !!! -nyi konyv.
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. 1
6) A 2/a) feladat alapjan a kifejezés C," ('Sm):[ J tagbol 4ll.

7) A lehet6ségek szama éppen az n-edik Catalan szam ([Sz2001], 137.oldal) :

1 2n _ 2n—l
n+1\n NCYO
a kozelités a Stirling -formulaval tortént.
n=3 eseténez = 2 lehetdség,
n=5 eseténez = 42 lehetdség,
n=8 eseténez = 1430 lehetdség,

n=10 eseténez =16 796 lehetdség,
n=20 eseténez ~ kb.6,56*10° lechetdség.

8) A felsorolt szamokat 3-mal vald osztasi maradékaik szerint csoportositjuk: 33 szam ma-
radéka 0, 34 maradéka 1 és 33 maradéka 2. A kivalasztott szdmok dsszege akkor oszthato 3-
mal,ha harom azonos maradéku, vagy egy 1-€s, egy 2-es és egy 0-as maradéka szamot valasz-

tottunk ki. Igy a lehetdségek szama
33) (34
. = 53922.
1 1

(33} (34} (33)
2- + + .
3 3 1

9) "Csak" 2".
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