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Legtobbszor nem tudjuk a téglalap alaki képet vagy feliratot "szembdl"
lefényképezni (til magasan van, tiikrozédik az iiveg vagy a vaku, nem all-
hatunk fel helytinkrol, csak hirtelen elkaptuk, stb.), aminek eredményeképpen
csak egy dltaldnos négyszog lesz a fényképen, felismerhetetlen betiikkel vagy
milalkotéssal.

Ha tudnank (lemértiik volna) a targy- és képsikok és az objektiv helyét,
akkor persze konnyf{iszerrel meg tudndnk szerkeszteni visszafelé a fénysuga-
rak utjat ... , de csak egy torz ("altaldnos") négyszoget latunk a képen.
Fotogrammetria és homogrdfia cimszé alatt bizonydra mar régéta ismert en-
nek a probléménak a megoldésa, de meglepd médon ennek részleteit a szak-
irodalomban sehol sem taldltam (pl. [2], [4]-[7]). Ezért kénytelen voltam
magam kiszdmolni, és alabb roviden kozzéteszem két megolddsomat.

1 Egy térbeli megoldas

Onkénteleniil is keziinket nytjtogatva, a fényképet és fejiinket csavargatva
keressiik a legjobb nézépontot, tehat "kézenfekvs" a kivetkezd térbeli megoldés.


http://www.math.bme.hu/~hujter/halad.htm

Jelolések és adatok

A fényképen lev dltalanos négyszog csicsait az A, B, C, D (egysikd) pon-
tok jelolik, szemiink az O pontban van (O nem feltétleniil az origé), a latott
(keresett eredeti) téglalap (vagy paralelogramma?) csticsai pedig A’, B, C", D'.
A fénykép tetszdleges pontja P, latott képe P’ vagyis az OAA’, ... , OPP’
pontok egyenesekre illeszkednek.

Legyen O = 0 = (0,0,0) , és tegyiik fel, hogy az adott A, B, C, D pontokra
teljesiil, hogy: A = OA = a=(ay,a9,1), B= OB = b= (b1,by,1), C =
OC = c=(c1,09,1), D= 0D — d = (dy,ds, 1) egy sikbeli konvex, nem
elfajulé négyszog (semelyik harom pont sem esik egy egyenesbe), a négyszog
egy koriiljarasa A, B,C,D. Az [A, B,C, D] képsikot jeloljiik S -el.

Paralelogramma

Els6 1épésben az A, B, C, D négyszoget paralelogrammavd alakitjuk. For-
gatjuk keziinkben a fényképet, ami azt jelenti, hogy egy olyan S’ sikot keresiink,
amelyen a ldtott A’B'C’D’ négyszog mar paralelogramma.

Technikailag azonban a szdmitdsokat gy tudjuk konnyen elvégezni, ha
olyan o , 8, v, 0 szamokat keresiink, amelyekre az A’ = aa , B’ = pb ,
C" =~c, D' = dd térbeli pontok esetén

A'B'C'D’ paralelogramma. (1)
A fenti kovetelmény azt is jelenti, hogy az A’, B, C', D’ pontok egy sikba
esnek, az [A’, B',C’, D'] sikot jeloljiik &’ -el. (A téglalapot a "Téglalap"

bekezdésben fogjuk megkapni.)
Az kivansag pontosan akkor teljesiil, ha

0d+ Bb=r~c+aa,

vagyis
od + fb—yc=aa . (2)



l.dbra: Az A'B'C'D’ paralelogramma szerkesztése

Mivel az ABCD négyszog nem elfajuld, ezért a b, c,d vektorok bazist
alkotnak (R3 -ban), ezért a egyenletnek pontosan egy megolddsa van az
3,7, 0 ismeretlenekre, barmely « esetén. (Tehdt a tovdbbiakban feltehetnénk,
hogy a = 1, de mi inkdb csak « -t irunk, az Olvasé vélaszthat.)

B,7,0 meghatdrozdsa a egyenletrendszerbdl szokdsos feladat, nem
részletezziik. Csupdn azt jegyezziik meg, hogy ezentil 3, és 0 nem tetszo-
leges egyiitthatok, hanem a egyenlet (egyetlen, a -tél fiiggd) megoldésai.



A paralelogramma szogei

A fentiekbdl kovetkezik, hogy az A’ B'C’' D' paralelogramma nem feltétleniil
téglalap, szogeit a fenti szamoldssal nem tudjuk megvdltoztatni. Ezt a prob-
lém&t nemsokdra megoldjuk, de hogyan lehet ellendrizni az A’ B'C’' D’ parale-
logramma szogeit? Tudjuk, hogy D'A’'B’A pontosan akkor derékszog, ha az

—
A'D"- A'B’ skaldris szorzat 0 , vagyis

(0d —aa) - (Bb—aa) =0 (3)
(ahol persze u - v = uyvy + ugvy + ugvs.)

Két lehetoségiink van az eredeti kép visszaéllitasara, vagyis egy A” B”C” D”
téglalap eloallitasara.

Mivel mindkét mdédszer igényli az S stk P pontjainak leképezését az
S’ sikra, és a P’ képpontoknak az A'B'C'D’ paralelogrammaban elfoglalt
helyeit, ezért elészor ezekkel foglalkozunk. Ezek a térgeometridban (linedris
algebraban) jol ismert problémak, most csak roviden irjuk le a szamoldsokat.

A P pontok

Az S sik pontjai P = (p1,p2,1) alakuak, az O = (0,0,0) kozépponti
centralis vetités miatt a P’ € S’ pontra teljesiil, hogy OP' =t - OP , vagyis

P' = (tp1,tps, 1) (4)

valamely t € R szdamra. A t szdamot kell meghataroznunk, ehhez pedig az S’
stk egyenlete kell.

Az 5 sik
Az S’ sik egy normalvektora példaul
—_—
n=AD x A'B' = (6d — aa) x (b — aa)
vektoridlis szorzat, részletesebben
i j k
=det |6dy —aa; 0dy—aay 0—a| =ni-i+ny-j+ng-k (5)
bby —aa; Bby —aay [ —
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ahol

ny =  (0dy —ag) - (B —a)— (Bby — aas) - (0 — «)
ne = —(0d; —aay) - (B—a)+ (Bby —aay) - (0 — «) (6)
ng = ((Sdl — aal) . (ﬁbg — Oéag) — (5d2 — Oéag) . (ﬁbl — aal)

és termeészetesen n = (ny, ng, ng).
Legyen az S’ sik egy fixpontja A’, ekkor az S’ sik egyenlete

Ny -T+ng-y+ng-z2=mny-qa,+ng-aay+ny-a=N . (7)

A P pontok képei

P' € §' pontosan akkor teljesiil, ha P’ kielégiti a fenti egyenletet, vagyis
alapjan
ny-tpr +ng-tpa+ng-t =N,
ahonnan
N

t= (8)
N1 P1+ N2 -p2+n3

és megadja P’ koordinat4it.

A P’ pont helye a paralelogrammaéban

A P’ = (tpy,tps, t) pont tehdt az S’ = [A’B'C’'D’| sikon van, melynek egy
bézisa A'D’ | A'B’ , ami azt jelenti, hogy az aldbbi egyenletrendszernek

AP =p - AB +v. AD
azazZ a
P'—aa = pu(Bb— aa) +v(dd — aa) (9)

egyenletrendszernek a p és v ismeretlenekre egyértelmii megoldésa van. A
—

1, v szamok egyébként a P’ pont koordinatdi az A'D’" és A’ B’ vektorok altal
kifeszitett ferdeszdgti (klinogondlis) koordindtarendszerben.



Téglalap

Most pedig nézziik meg, hogyan lehet az "A'B’'C’' D’ nem téglalap" prob-
lém&at megoldani.

I. Médszer

A nézdpont, vagyis az origd megvéltoztatdsaval megprobaljuk bedllitani
az A'B'C'D’ paralelogramma szogeit derékszogekre. Ez azt jelenti, hogy
az 0 = (0,0,0) pont helyett keressiink egy (0, xo, o) pontot az O nézépont
helyett. Ugyanezt érhetjiik el, kicsit kényelmesebben, ha az O pontot meghagy-
juk az eredeti (0, 0, 0) helyén, és helyette az A, B, C, D pontokat médositjuk a
X := (0, —xo, —¥o) vektorral, vagyis legyenek AX := A+, ... , DX := D+,
és keressiink egy olyan x vektort, melyre az AX', BX' | CX' | DX’ paralelog-
ramma téglalap, vagyis a (3) egyenldseg teljesiil.

Ezutén persze az eddigi, —@ szdmoldsokat mind jra kell szémolnunk.

I1. Mdédszer

Nem koveteljiik meg, hogy az A’B'C’D’ paralelogramma téglalap legyen.
Mivel a (9) egyenletben mar meghatdroztuk p és v értékét tetszoleges P’ €
S’ pontra, ezért rogzitsiink a papirunkon (egy S” sikon) két tetszéleges

merdleges vektort, mondjuk A”D” | A”B” | és ekkor legyen a P” € §”
pont a kovetkezo:

—_— —_— —_—
A?? P77 — ILL . A?? D77 + I/ . A?? B77 . (10)
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2.8bra: Az A”B"C” D” téglalap szerkesztése



_—

Az A" D" A” B” vektorok hosszainak valtoztatasaval beallithatjuk (kijavit-
hatjuk) a keresett kép fiigg6leges-vizszintes torzitdsat, amihez mér hasznal-
hatjuk példaul Hosszu Ivett [3] szakdolgozatdanak programjit is.

Ne feledjiik azonban, hogy az eredeti A” B”C” D” téglalap alakui kép ol-
dalainak ardnydt az ABC'D fényképbol semmilyen médon nem lehet megha-
tdrozni - ezt csak emlékeinkbdl, vagy més adatbdl kell meghataroznunk!

2 Kozvetlen szamolas

Kovetkezd moédszeriink kevésbé "életszer(l". Azon a matematikai észrevéte-
len (Tételen) alapul, hogy a fényképezéskor keletkezett torzitds egyenes- és
arénytarto.
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3.dbra: Az A'B'C'D’ fénykép keletkezése

Ez azt jelenti, hogy példaul az eredetileg egy egyenesen levd AEB pontok
A'E'B' képei is egy egyenesen lesznek, st a megfeleld szakaszok ardnya is

I !
megmarad: 2E = 4L g oy természetesen barmely hdrom, egy egyenesen
EB _ E'B )

levé pontra is igaz.

A fényképezés (leképezés)

A kapott f transzformécié tehat sikbeli, a kétdimenzids [z, y| sikon vagyunk.
—
Az a,b,c, ... helyvektorokat azonositjuk a sikbeli pontokkal: A = a = OA |



—
B =0b= 0B, ... , a megfelelé koordinataik (a;,as), ... , az origé most nem

érdekes.
Ha ismertek az ABCD téglalap és az A'B'C'D’ tetszoleges négyszog,

keresend6 a fényképezéskor kapott
f:ABCD — A'B'C'D’ (11)

geometriai transzformacié. (f megforditdsét a kovetkezd alfejezetben keres-
sitk meg.) Legyen

P=AE+AH=¢-(b—a)+(-(d—a) = HFNEG
ekkor hol van P’ ? Az arény- és egyenestartas miatt
P =HFNEG,
ahol B' =¢- (b —d), H =(-(d —d), ... , vagyis

J 2 A/+£/:Al+§/:

= d+r'=d+¢ (12)
ahol
p = A’E’+<-E’G':§-(@’—g’)+<-[A’D'+D’G’—A'E’
= & (V—d)+ ¢ [d —d+E(—d)—¢- (0 —d)]
= W -d)+(-(d—d)+¢€[d—d -V +d] (13)
és

|»
I

A/Hl+€‘H,F,:C'(d/_G/I>+€' AIB/+B/F/_AIH/]
C-(d—d)+&- [V —ad)+¢-(=V)— (- (d —d)]
C-(d—-d)+&- O —a)+¢ [ -V —d+d] . (14)

A leképezés megforditasa

Mint a cikk legelején irtuk, benniinket nem f , hanem a megforditdsa: f—*

érdekel:
f1:ABCD «— A'B'C'D' (15)



vagyis adott P’ esetén hol van P’ ? Ehhez "mindossze" csak annyit kell ten-
niink, hogy az A’ B'C" D’ négyszogben (fényképen) levé P’ ponthoz meghataroz-
zuk a £ és ( egyiitthatokat, amik a 3. dbra szerint az eredeti téglalapbeli
P pont koordinétéi. Grafikusan (kézzel) ez nagyon egyszerii: az A'B'C'D’
négyszog oldalait ugyanannyi (mondjuk 10%) részre felosztjuk, a megfeleld
osztépontokat tsszekotve maris kész a "csdlé koordindtarendszer" :

C!

g
]
L]
—
]
=

&*(c'-b")

Gr@-aN\ L 1. \ ]
Al ey

B!

4.8bra: Az A'B'C'D' fénykép koordindtdzasa

Ha nem rajz hazifeladatot kell elkésziteniink, akkor szémolunk. A
és egyenletekben szereplé nemlinedris egyenletrendszerek £, -re nem
(konnyen) oldhaték meg.

Helyette tekintsiik a

s —— ——
P'F'|| HF ¢ PG| EG (16)
Osszefiiggéseket, vagyis
_— _— —
det (P’F’,H’F') —0 és det (P’G’ [ E’G/) ~0. (17)
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Részletesebben:

—
PF = AB +BF — AP
= (V' =d)+¢ (=)~ (¢ - d)

= (M =-p)+¢- (=)=t -p)+ (K, (18)
és
HF = AB +BF —(-(d-ad)
= (V-d)+¢- (’—_')—C-(c_i'—g')
= W —-d)+¢- (- —-d+d)=0—-d)+(- O
ahol
E=(-b) ¢ =(C-V-d+4d),
ahonnan , , oo e
bp—pr+C-ky 0y—ay+C- 0
At g, — g+ ¢k th—ag+C-8) = O (19
vagyis
a-C+B-C+y=0 (20)
ahol

a = kil — kL,

Bo= (bh —ph) b+ ky (b — a3) — (b — ph) & + k3 (b — ay)

vo= (b = ph) (b — ay) — (b — py) (V) —ai) (21)
ahonnan ¢ megkaphato, és 0 < ¢ < 1 amennyiben P’ az A’B'C'D’ négyszog
belsejében van.

¢ hasonléan szédmolhato ki:

—

PIG/ — A/D,+D/GI AIP/
= (d-d)+¢& (d—d)-(p—d)
= (@ -p)+&(d—d)=(d-p)+&m',

és

E'G = A'D +DG —AFE
(d—d)+&-(d—d)—¢&- (b —d)
= d-d)+¢-(d—-d-V+d)=Wd—-d)+&n

10



ahol
m/:(cl_d/) éS E/:(Q,_dl_l_)/+gl) ,

ahonnan / / . / ,
di—pi+&-my di—di+E&-n
dt 1 1 1 1 1 1 O 22
ldy = ph+€my dy— al+ € ) (22)
vagyi
gyis i -
e E+pu=0 (23)
ahol
§ = miny, —min}
= (dy —ph)ny + (dy — ay) m) — (dy — ay) my — (dy — phy) n)
po= (dy—ph)(dy—ay) — (dy —p) (d} —a}) (24)

ahonnan ¢ megkaphaté, és 0 < ¢ < 1 amennyiben P’ az A'B'C'D’ négyszog
belsejében van.
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