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Ajanlas: Farkas Miklosné Irén emlékére.
Koszdnetnyilvanitas: Haldval tartozunk Kaszanyitzky Andrasnak, mert a domi-
nokkal valé lefedéseket figyelmiinkbe ajanlotta.

Egy meglepd azonossdggal kezdjiik:

(1+ 45sin®10°) (1 + 4sin50°) (1 + 45in®70°) = 17 (1)



Itt az az igazdan meglepd, hogy a tényezok egyike sem megszerkeszthetd szdm,
azaz nem irhaté fel raciondlis szamokbdl az alapmiiveletekkel és sziikség esetén
négyzetgyokjelekkel. Osszehasonlitasul kozoljiik a

(1+ 4sin®15%) (1 + 4sin45°) (1 4 4sin®75°) = 18 (2)
azonossdgot is. Ezen azonban mdr nem lepddiink meg annyira, hiszen jél ismertek,
hogy

4sin15° =6 —V2; V2sin45° =1; 4sin75° =642
Mindazoniltal a (2) azonossdg konnyen igazolhaté. De az (1) azonossdg keményebb

did!

A cimben négy fogalmat emlitiink, de eddig még csak a trigonometriarél volt szé.
Most kiugrasztjuk a nyulakat is a bokorbdl! A szébahozott Léndrt nem mads,



mint Pisa varosa tizenkettedik szdzadi észak-afrikai kereskedelmi tigyvivdjének,
bizonyos Guglielmo mesternek a fia. Az apa a Bonaccio becenevet is viselte,
ami jo természetiit jelent. A Fibonacci név, ami a filius Bonacci, azaz Bonaccio
fia kifejezésbdl ered, a tizenharmadik szazad elsé felében az eurépai matematika

legfontosabb személyévé lett Lénartot azonositja.

A hires Fibonacci-szamsorozat: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,.... Fibonacci
1202-ben a Liber Abaci (Kdnyv az abakuszrdl) cimii miivében egy képzeletbeli
nyllcsaldd novekedését adta fel gyakorléfeladatként: Hany par nyil lesz n hénap
mulva? Feltételezziik, hogy

— az elsé hénapban csak egyetlen Ujsziil6tt nyulpar van;

— az Ujsziilott nydlparok két hénap alatt vdlnak termékennyé;

— minden termékeny nyllpdr minden hénapban egy djabb part hoz vildgra;

— a nyulak elélnek olyan sokaig, amig van tiirelmiink szdmolni Oket.



Ha n jeldli a hénap sorszamat, jeldlje F, a nyllpdarok darabszamat. Eszméletlen
sok eredmény ismert az Fy, szamokra! Itt most csak egyet emlitiink:

2"V5 Fy = (1+V5)" — (1-+/5)" (3)

Kovetkezésképpen Fp, > 0.44 -1.618", han > 4.

Kiugrasztottuk tehdt a nyulakat a bokorbdl, de mire j6 nekiink ez a rengeteg
nyal? Hat arra, hogy az F), szamokra pdratlan n esetén felirjuk a kévetkezd

azonossagot:
(n—1)/2 "
Fn= 1] (1 + 4 cos? —W> (4)
k=1 n

Ennek specidlis eseteként az n = 9 értékre kapjuk, hogy

(1 1+ 4 cos? 200) (1 1 4 cos? 400) (1 1+ 4 cos? 600) (1 1 4 cos? 800) = 34



amib8l pedig (1) rogtén kijon, hiszen 1 + 4cos?60° = 2. Mivel 1 < k <
(n — 1)/2 esetén
ke (n — k)m

COS — = — COS
n n

ezért a (4) képlet igy is irhato:

n—1

k
F? = 11 (1 + 4 cos? —W) (5)
k=1 n

Mindazonaltal (1) bizonyitdsdahoz elegendd megmutatnunk, hogy (5) fenndll min-
den pdratlan n-re. Azn = 1 és n = 3 esetek trividlisak. Az n = 5 esettel is
elboldogulunk, hiszen ismert, hogy

8cos>36° = 3+ /5 = 8cos®144°
8cos?72° = 3 — /5 = 8cos?108°



Azn =7,9,11,... esetek pedig mar nehezebbek! Nem kizart, hogy a szabdlyos
17-sz6g megszerkeszthetdségének elméletébdl még az n = 17 esetre is kijén egy
bizonyitds, hiszen ekkor az (5) képlet tényezdi kiilon-kiilon felirhatok raciondlis
szamokbdl alapmiiveletekkel és gyokjelekkel. Elméletileg az n = 257 eset is
hasonléan kezelhetd, de a formuldk meglehetésen bonyolultak lesznek.

Megriadva a (4) képlet bizonyitdsahoz vélhetéen sziikséges hatalmas képletektdl,
dominézzunk egy kicsit, hogy megnyugodjunk és pihentek legyiink. Tekintsiink
egy 2 X (n — 1) méretii sakktablat, ahol n = 7,9,11,.... Ezt a tdblat fedjiik
le valahogyan n — 1 darab domindéval. Minden dominé tehat egy 1 X 2 vagy egy
2 X 1 méretii téglalap. Jelolje Gy, azt a szamot, hdny féle médon lehetne ezt
megtenni. A tovabbiakban illitani fogjuk egyrészt, hogy Gy, = Fj,, masrészt,

hogy
(n—1)/2 , fore

Gn= ] <1+4cos —) (6)

k=1 n



lgy jutunk el tobbek kozt az (1) képlet igazolasshoz is.

A G = Fp egyenloség bizonyitdsa céljabdl terjessziik ki Gy, definiciéjat az
n=2,4,6,8,... szamokra is. Trividlis, hogy G3 = 3 = F3. Azt sem tul nehéz
beldtni, hogy G4 = 8 = Fy; illusztracidonak kozliink egy abrat. A fels6é sorban
olyan dominéfedések lathaték, ahol a bal alsé sarokban [évé dominé fiiggdleges,
azaz 2 X 1 helyzetii. Az als6 sorban pedig olyan domindéfedések lathaték, ahol a
bal alsé sarokban 1évd domind vizszintes, azaz 1 X 2 helyzetii. Az dbra egylttal azt
is mutatja, hogy minden n > 4 esetén Gy, = G,,_1+G,,_2, hiszena 2 x (n — 1)
méret(i sakktablan azon domindfedések szama, melyeknél a bal alsé sarokban |évo
2 X 1 helyzetii, éppen GG,,_1, és azon dominéfedések szama, melyeknél a bal alsé
sarokban lévé 1 X 2 helyzetil, éppen G,,_».



Mdrmost ha a G, = Fi, egyenloséget akarjuk bizonyitanin = 3,4,5,6, .. .esetére,
akkor teljes indukcié alkalmazdsaval csak azt kell megmutatnunk, hogy

2" 15 Gy = (14 \/E)”_l - (1- \/6)”_1
és

2" 2V/5 Grp = (1+ \/E)"’_2 —(1- \/6)”_2
fenndlldsa esetén fennall

2"V/5 Gy = (1+v5) — (1-V5)"



is. Valéban, az elsO feltételezett egyenldséget 2-szer, a mdasodikat 4-szer véve és
osszeadva, majd rendezve:

2"\/5 (Gp_1+ Gpn) = 2 (1 + \/E)”_l ~2 (1 - \@)”_1
+4(1+ \/E)”_2 ~4(1- \/E)n_2

2"V5 G = (2014 V5) +4) (1+v5)"
—(20-V5)+4) (1- \/E)"_2
Azzal az észrevétellel lesziink készen, hogy
2(1+vV5)+4 = 6+2V5= (1+\f5)2
21—-vV5)+4 = 6—2V5= (1—\/5)2



Az ujsziilott és a sosem végelgyengiild nyulaink a dominékon parosdval kihozzak

a gyonyorii (4) képletet, de ehhez még bizonyitani kell a (6) képlet helyességét

azn = 7,9,11, .. .esetekre. Ehhez kellenek majd az imagindriusok! Az n =

7,9,11,...szdmokraésm = 3,5,7, ... esetén jeldlje Hy, . az (m—1)x(n — 1)

méret(i sakktdbla lefedéseinek darabszamat (m —1) (n — 1) /2 darab dominéval.

Tehat H3 ,, = Gn. Jeldlje ay, ¢ 1 @ kbvetkezd komplex szam abszolut értékeét:
23 km

cCos— + 1 cos—
m n

Megérkeztek tehat az imaginariusok is! Marmost allitjuk a kdvetkezd azonossa-
got:
m—1 (n—1)/2

Hmmn = H H (2 aJm,n,E,k) (7)



Miel6tt ezt bizonyitanank, tekintsiik az m = 3 specidlis esetet! Ekkor

2 (n—1)/2 (n—-1)/2

II 1 (2&3,n,e,k> = ]I (4 a3n,1,k as,n,z,k)

(=1 k=1 k=1

km
203 n 1k = 2cos§—|—z2cos—‘—‘1—|—z2co
27 km
203 n 2k = 2cos?—|—22cos—‘_‘ 1-+122cos—
n

k k L
4a3 .1k Q3.2 k = ‘(1-|-732COS—7T) (—1—|—i2cos—7r)‘ — 14+ 4cos? 8
YA el YR Al n n n

Kovetkezésképpen a (7) képlet valdban dltaldanositdsa a (6) képletnek.

Nem csak az m = 3 esetben, hanem az m = 5,7,9, .. .esetekben is egyszeriisit-



het6 a (7) képlet.

i kT
Am.nlk — |COS— + 1 COS—
m n
(m—0)m . kT Z . kT
Am.n,m—Lk — |COS +1 COS—| = |—COS— + 1 COS—
m n m n
2 E’]T 2 kﬂ'
Am,nl.k Am,n,m—~Lk — COS — 1+ COS™ —
m n
Tehdatazm = 5,7,9,. .. esetekben is felirhat6 a (7) képlet imagindriusmentesen:
(m—1)/2 (n—1)/2 ,
s km
Hnn= ][] 11 (4 cos® — + 4 cos? —) (8)
m n

(=1 k=1



Talan érdemes kiilon foglalkozni az m = n = 5 esettel. Tudjuk, hogy

8cos236° =3+ 15 8cos?72° =3 —+/5

Ezért a (8) képlet specidlis eseteként azt dllitja, hogy

Hss =3% (34 V5) (3—v5) =36

Ennek jelentése: egy 4 x4 méretii sakktabla 36 féle médon fedhet6 le 8 domindval.

A fentiekben megmutattuk, hogy (1) igazoldsdhoz elég bizonyitani, hogy

(1 1 4 cos? 200) (1 + 4 cos? 400) (1 1 4 cos? 800) =17



Vezessiik be az s = sin 10° jel6lést. Ekkor

2c0s20° = 2cos(30° —10°) = /3 — 352+ s

2cos40° = 2cos(30°+10°) = /3 —3s2—s
2cos80° = 2s

Ezért
17 — (1 + 4cos®20°) (1 + 4 cos®40°) (1 + 4 cos® 80°)
= 17— <1+ ( M+s)2> <1+ ( M—sf) (1+45%)
= (1 — 65+ 853)(1 + 65 — 85°)
Masrészt

0=1-2sin30°=1—2sin(3-10°) =1 — 65 + 85>



Ezzel az (1) képlet bizonyitott.

Még mindig adésok vagyunk az dltaldanos eredmény bizonyitdsdval. Azt kell tehat
megmutani, hogy tetszdleges p, g pozitiv egészekre fennall, hogy a (2p) X (2q)
méretll sakktdbla kiilonb6z6 domindlefedéseinek darabszama:

14 k
H H 4cos® " 4 4cos? " (9)
2p+ 1 2q + 1

(=1 k=1 p

Ennek a gyonyorii képletnek azonban van két szépséghibdja is. Az egyik az, hogy
csak kemény linedris algebrdval bizonyithaté. De a bizonyitdst ennek ellenére
egymastdl fiiggetlenil mar 1961-ben megtaldlta Kasteleyn és a Temperley—Fisher
szerzéparos. A mdsik gond az, hogy (9) nem egy zdrt képlet. Olyan képletet
szeretnénk, melyben csak alapmiiveletek, gyokvonds és hatvanyozas szerepelnek,



rdaddsul a miveletek darabszama korlatos legyen, azaz a darabszdm ne fiiggjon
sem p-t6l, sem g-t6l. (Példaul (3) ilyen képlet.) Azzal zdrjuk irdsunkat, hogy
tetszbleges p-re (9) nem csak a ¢ = 1 esetben hozhaté zart alakra — amint
azt egymastdl fliggetleniil sokan észrevették —, hanem a ¢ = 2 esetben is.
Bao megmutatta 1997-ben, hogy q = 2 esetén a (9) képlet 16P~/29-szerese a
kdvetkezd négy, egymashoz hasonlé képlet 6sszege:

(@—11—\/134—22@)(1—@—\/14—2@
( 9—11+\/134—22\/_>(1—@+\/14—2\/@
(x/_+11—\/134+22\/_)(1+@—\/14+2\/E
(v %) (

2p—1

2p—1

2p—1

V20 + 11 + /134 + 22 v29) (1 + v29 + /14 — 2 /29

|
)2 —1
>p
|



(Bao képleteit egy kicsit egyszeriisitettiik.)
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