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0. Bevezetés

Bár sok helyen találunk leírásokat különböz½o koordinátarendszerekr½ol (pl.
[W01]), legtöbb helyen csak a "mindegyiket a megfelel½o feladatokra használjuk"
utalást kapjuk az alkalmazhatóságot illet½oen. Most csak a derékszög½u, nem
ekvidisztans (nem egyenl½o beosztású) 2-dimenziós koordinátarendszerek (KR)
egy szemléletes, majdnem feledésbe merült alkalmazásáról és egy új, egyszer½u
szemléltet½o számítógép-programról (alkalmazásról) [HM15] írunk.
A cikkünkben ismertetett módszereket felhasználhatjuk például a [KE11]

egyetemi tananyag megoldására is, melyhez a [HM15] programot is használ-
hatjuk.
Az érdekl½od½o (laikus, mérnök, stb.) Olvasó nyugodtan ugorja át a matema-

tikai fejtegetéseket és számolásokat, elegend½o, ha csak a kiemelt állításokat,
képleteket és az ábrákat tanulmányozza.
A 3-dimenziós koordinátarendszer hasonló átalakításának egy alkalmazásá-

ról például [SzKV01], [SzKV02], [SzKV03] -ban, a ferdeszög½u és egyéb koordiná-
tarendszerekr½ol pedig [GJ75] és [SzI08] -ben olvashatunk.
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Az alábbi képek alatt megadjuk az eredeti, nagyfelbontású fájlok eredeti
URL címét is (ha van ilyen).

1. A logaritmikus skála

A leggyakrabban használt, "szokásos" derékszög½u (Descartes) koordináta-
rendszer s½ur½un "megvonalazott ½urlapja", az úgynevezett "milliméter-papír"
most is kapható papírboltokban és gyakran használjuk az iskolában: tervraj-
zok, függvénygra�konok és mérési értékek ábrázolásaihoz:

"mm -papír"

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/mm-uj-f.jpg (1)

Fiókunk mélyén talán még logaritmikus és szemilogaritmikus (más néven:
log-log- illetve félig logaritmikus) papírokat is találunk, melyeket gyermekko-
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romban �llérekért, nagy tömbökben árusítottak papírboltokban:

Félig logaritmikus papír: a loglineáris papír

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/semilog-uj-f.jpg (2)
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Mindkét tengelyen logaritmikus papír

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/loglog-uj-f.jpg (3)

Ezek "majdnem" azonosak a milliméter-papírral, csak az egyik (vagy mind-
két) koordinátatengelyen logaritmikus skálá(ka)t találunk:

A 10; 100; :::; 10n feliratokat azonos távolságokban találjuk. (4)

Ez pedig azt jelenti, hogy tetsz½oleges x (pozitív) valós szám esetén az x felirat
loga (x) távolságban van az origótól (általában a = 10 vagy a = 2) !
A modern számítástechnikában (pl. táblázatkezel½o programokban, Ex-

cel, Open O¢ ce, stb.) is használhatunk log-log- és szemilog- koordináta-
rendszereket (Házi Feladat: tessék megkeresni!), tehát még inkább "illene"
megismernünk ezen koordinátarendszerek tulajdonságait és alkalmazási lehet½o-
ségeit - éppen ez jelenlegi cikkünk célja!

Miel½ott ezen furcsa (módosított) koordinátaredszerek alkalmazását is-
mertetnénk, röviden a (4) logaritmikus skála tulajdonságait mutatjuk be.
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Nézzük meg a fenti papírok logaritmikus skáláit közelebbr½ol:

A logaritmikus skála

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/logskala-sk.jpg (5)

,Az ilyen skálák nagy el½onye az, hogy nagyon kicsi és nagyon nagy mennyi-
ségeket egyszerre tudunk szemlélteni egyetlen ábrán! Például:

A radioaktív sugárzások (forrás:IAEA)
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Szférák - a Föld légköre (forrás: [FV92])

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/IM002568r-.jpg
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A különböz½o rádióhullámok (forrás: [W08])

Nem csak a tudósok használják a szokásos mér½oszalag fenti torzítását (a
Földtörténet évszámai, földrajzi atlaszokban, Richter-skála, statisztika, pH,
entrópia, részecskék méretei, csillagok fényer½ossége, a vegyészek "n -kilences"
pontossága, stb.), hanem mi magunk, hétköznapi emberek is! A hanger½osség
(�zikai nyomás) és annak érzete (decibel), vagy a rezg½o (gitár-/heged½u-) húr
hossza és a hang magassága (oktávok, hangközök) közötti összefüggés, és
még sok más érzékszervünk m½uködése is logaritmikus, ezt hívják Weber�
Fechner törvénynek. A fényképez½ogép beállításainál is a logaritmikus
skálát kell használnunk. S½ot, állítólag egyes afrikai bennszülött törzsek tag-
jai (mind a gyermekek, mind a feln½ottek) a megszámlálandó tárgyakat nem
ugyanazon távolságra, hanem egymáshoz egyre közelebb, logaritmikus skála
szerint helyezik el ([W03], [W05], [DISP1], [DISP2]) !
A logaritmikus skáláról és más torzítási módszerekr½ol b½ovebben [SzI02],

[SzI04], [SzI05], [SzI07], [W03] és [W05] -ben olvashatunk. Az [SzI05] interak-
tív honlap 15. fejezetében és a [HM15] szakdolgozat mellékletében található
Javascript programok (alkalmazás) segítségével ki is próbálhatjuk a külön-
böz½o torzítások hatásait.

A logaritmikus skála egy másik (már feledésbe merült) alkalmazása a lo-
garléc (becenevén "l½ocs"), a számológépek megjelenése (kb. 1975) el½otti
id½okig volt használatban: szorzások, osztások és egyéb számolások gyors el-
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végzésében segített (b½ovebben pl. [BA57], [W02], [SzI06]). [W02] szerint
még az Apollo ½urhajó legénysége is használta, [SzI06]-ben pedig az általános
elméletét és további lehet½oségeit ismerhetjük meg.

(6)

Logarlécek

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/Balogh-Logkonyvf.jpg

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/HM-Logar-Misi.jpg

Egy találós kérdés: Milyen lenne egy ilyen, az (5) ábrán látható "loga-
ritmikus" mér½oszalag? Könnyebben mérhetnénk vele nagyon nagy és nagyon
kicsi mennyiségeket? Szerintem nagyon nagy és kis mennyiségeket csak addig
mérhetünk, ameddig a távcsövünk illetve a mikroszkópunk bírja! Vagyis
bármilyen beosztású mér½oszalag mindössze csak ugyanúgy használható, mint
a szokásos, egyenl½o köz½u (latinul ekvidisztans) beosztású mér½oszalag: "ha ez
a tárgy z cm, akkor a z cm polcra éppen, hogy elfér ..." .
A szokásos (egyenl½o köz½u) beosztású mér½oszalagnak azért van egy nagy

el½onye: a tárgyak hosszúságainak összege valóban a hosszak összege feliratnál
található!

2. Linearizálások

No jó, de mire jók az ilyen koordinátarendszerek, miért fogytak az ilyen
"papírok" kilószám, miért építik be mostanában is ½oket a mai táblázatkezel½o
programokba?
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Például a [SzI02], [SzI04], [SzI05], [SzI07] m½uvekben láthatjuk a szokásos
alapfüggvények: x , x2 , 2x , ... eltorzult gra�konjait a félig-log koordináta-
rendszerben (az y tengelyen most 2 hatványai vannak feltüntetve egyenl½o
közönként, vagyis ez most log2 -skála, az x tengely most változatlan):

Függvények a félig lineáris koordinátarendszerben
(7)

Hát persze: ha a például az y tengelyt "összenyomjuk", akkor természet-
szer½uleg a gra�konokat is "lefelé összenyomjuk", görbéjük "lekonyul" vagy
éppenséggel kiegyenesedik - lineárissá válik. A fenti ábrán ez az y = 2x

függvénygörbe (tessék megkeresni az ábrán!).
A (7) ábrán látható koordinátarendszer abban különbözik a (2) szemilo-

garitmikus papírtól, hogy itt az y tengelyen van logaritmikus beosztás, míg
ott az x tengelyen. Hogyan kell elforgatni a (2) szemilogaritmikus papírt
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ahhoz, hogy a (7) ábrához hasonlókat rajzoljunk, és mi a különbség a két
koordinátarendszer között - ezt a (30) ábrán és a 4.4. fejezetben ismertetjük.

A log-log (más néven: duplán logaritmikus, ld. a (3) ábrán) koordináta-
rendszerben más függvények gra�konjai válnak egyenesekké:

A duplán logaritmikus koordinátarendszer
(8)

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/log-log-hatvany-150511.jpg

Néhány további gra�kont láthatunk még [W04] -ben, valamint a következ½o
alfejezetben, a (9) és (10) ábrákon.
Mint a fenti (7) és (8) ábrákon láthatjuk, bizonyos típusú függvények

gra�konjai bizonyos koordinátarendszerekben, vagyis az x és y tengelyek bi-
zonyos "átskálázása" után kiegyesednek ("linearizálódnak") amit egy isko-
lai vonalzóval, egyszer½uen a képerny½ore (papírra) helyezéssel ellen½orizhetünk.
Ez pedig a módszer célja: a vizsgált összefüggés helyességét egyszer½uen el-
len½orizhetjük (persze, a megfelel½o papíron felrajzolva)!
A [HM15] dolgozathoz mellékelt programmal kipróbálhatjuk, hogy ked-

venc függvénygra�konjaink milyen alakúak a különböz½o koordinátarendszerek-
ben.
Az általános elmélet el½ott lássuk a legfontosabb alkalmazást :
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2.1. Mérési adathalmazok kiértékelése

Fizikai, kémiai, gazdasági, stb. összefüggések, folyamatok tanulmányozásánál,
modellezésénél a mért adathalmaz kiértékelése nem csak az adatok szoká-
sos Descartes-koordinátarendszerben történ½o ábrázolását jelenti. Ugyanis a
vizsgált összefüggés a legritkább esetben lineáris (egyenes, azaz y = mx + b
alakú). A kirajzolódó girbe-gurba ponthalmazról nehezen eldönthet½o vagy
ellen½orizhet½o, hogy hatvány-, exponenciális-, vagy esetleg (Gauss-féle) nor-
mális eloszlás -e (ld. [LZ75], [W06], [W07]):

Normális eloszlású mérési adatok
(9)

Azonban, ha az y tengelyt ismét megnyújtjuk/zsugorítjuk (ennek miként-
jét a következ½o fejezetekben mutatjuk meg), a pöttyök egyenesre illeszkedése,
vagyis az eredeti mérési eredmények normális eloszlása, egy vonalzóval könnyen
ellen½orizhet½o:
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Normális eloszlású mérési adatok a Gauss-papíron

(10)

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/Gauss-papir-L140-szines.gif
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Ez részletesebben a következ½ot jelenti. A �zikus/kémikus/biológus/köz-
véleménykutató/stb. a rengeteg mérés eredményét a táblázatkezel½o program
koordinátarendszerében ábrázolja (régen az (1)-(3) vagy a (30) vagy a (10)
papírok valamelyikén kézzel "bepöttyözte"), majd "szemmel" és utána vo-
nalzóval megnézi, hogy az adathalmaz egy egyenesre esik-e. Ha igen, akkor
a vizsgált összefüggés típusát (exponenciális, logaritmikus, hatvány, stb.) az
alkalmazott koordinátarendszerb½ol, és f½obb paramétereit az egyenes adataiból
(meredekség, tengelymetszet) meg tudja állapítani.
A módszer részleteit a 4. fejezet alfejezeteiben ismertetjük, gyakorló fel-

adatokat [KE11] -ben találhatunk.
A [HM15] dolgozathoz mellékelt programmal megpróbálhatjuk bármely

adathalmaz kiegyenesítését különböz½o koordinátarendszerekben, nem csak
szemi- vagy duplán logaritmikus, hanem még sok más koordinátarendszerben
is.

3. Az általános linearizáló módszer

Rögzített tehát a síkon két, derékszögben metsz½o egyenes, nevük legyen x és
y , metszéspontjuk legyen O , az origó ("origin"="eredet").

1) A hagyományos, "Descartes-féle" koordinátarendszerben a sík egy tet-
sz½oleges P pontjának Descartes-féle koordinátái (xP ; yP ) , ahol:

xP = a P pontnak az y tengelyt½ol (!) való távolsága, más szóval P -nek
O -tól (!) az x tengely (!) mentén vett távolsága,

yP = a P pontnak az x tengelyt½ol (!) való távolsága, más szóval P -nek
O -tól (!) az y tengely (!) mentén vett távolsága.

Tehát a pont koordinátái (= a tengelyekre írt számok, "feliratok")meg-
egyeznek a geometriai távolsággal! Az alábbi koordináta-transzformációkban
a sík P pontjainak nem a fenti távolságok lesznek közvetlenül a koordinátái.

1. Jelölés. Az alábbiakban xt és yt jelöli a P pont geometriai ("igazi") távol-
ságait a tengelyekt½ol. Ezekben a távolságokban azonban az xf és yf felira-
tokat írjuk, és ezeket hívjuk a P pont koordinátáinak.
Más szavakkal, az (xf ; yf ) értéke az (xt ; yt) geometriai pontban (távolság-
ban) helyezünk el.
A könnyebb olvashatóság miatt néha csak t távolságot mondunk és írunk xt
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és yt helyett, és a ponthoz írt s számot ("felirat") mondunk és írunk xf és
yf helyett. �

Amódosítások célja, hogy bizonyos y = h (x) függvénykapcsolatok gra�kon-
jai, mint geometriai ponthalmazok egyenesek ("lineárisak") legyenek, vagyis
az y = h (x) függvénygörbét "kiegyenesítsük". A kapott egyenes paramétere-
inek (meredekség, tengelymetszet) könny½u leolvasása még azt is lehet½ové
teszi, hogy akár egy képlettel adott függvény, akár egy méréssorozast adatai
alapján a h függvény bizonyos paramétereit is megkapjuk.

2) Ezután rögzítsünk két, tetsz½oleges, szigorúan monoton (akár növ½o,
akár csökken½o), lehet½oleg az egész számegyenesen értelmezett és folytonos
függvényt:

';  : R! R (11)

2. Megjegyzés. ÁltalábanDom (') ésDom ( ) 6= R , vagyis erre ("kikötés")
is kell ügyelni mind az elméleti vizsgálatokban (leírásban), mind a számítógép
programozásban. Ez azt jelenti hogy az ilyen esetekben a sík nem minden
pontjának lesznek koordinátái, vagy esetleg nem minden koordináta jelenik
meg geometriai pontként a papíron.

Közismert az alábbi tény (pl. [SzI01], [SzM11]):

3. Állítás. Szigorúan monoton függvények mindig invertálhatóak és inverzük
is szigorúan monoton, s½ot ugyanolyan típusú (n½o vagy csökken). �

4. De�níció. A sík P pontjainak (';  ) -koordinátáinak az (xf ; yf ) szám-
párt értjük, ahol

xf = '�1 (xt) és yf =  �1 (yt) , (12)

a módosított koordinátarendszert pedig röviden (';  ) -koordinátarendszernek
(KR) nevezzük. �

Megjegyzés: A (12) egyenl½oség így is írható:

' (xf ) = xt és  (yf ) = yt . (13)

A (13) egyenl½oséget úgy értelmezzük, hogy az x tengelyen az xf feliratot
xt = ' (xf ) távolságra írjuk fel, és az y tengelyen az yf feliratot yt =  (yf )
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távolságra írjuk fel. A (12) egyenl½oség ennek megfordítása: a tengelyeken az
origótól xt ill. yt távolságokban az xf = '�1 (xt) ill. az yf = '�1 (yt) feliratok
találhatóak. Amikor pedig egy ábrát rajzolunk vagy értelmezünk (nézünk),
akkor csak az xf ; yf értékeket (feliratokat!) tekintjük, hiszen ezeket olvassuk
(olvashatjuk) le a tengelyek skáláin!
Vagyis mi az

yf = h (xf ) (14)

függvény módosított gra�konját szeretnénk felrajzolni, a (';  ) koordináta-
rendszerben!

A cikk hátralev½o részében azt a kérdést boncolgatjuk, hogy különböz½o
(';  ) koordinátarendszerben mely h függvények gra�onjai lesznek egyene-
sek. A középiskolában tanult lineáris függvénytranszformációk ("vízszintes és
függ½oleges tologatások, nyújtások, zsugorítások, tükrözések") mind egyenes-
tartóak, ezért az alábbiakban bármely #(x) függvény helyett (vagyis ';  ; h; F;
�; ::: bármelyike helyett) nyugodtan írhatjuk az

#0 (x) := a � #(bx+ c) + d (15)

függvényt is, tetsz½oleges a; b; c; d 2 R (rögzített) valós számokra.
Speciálisan, bármelyik alapú logaritmusfüggvény a mi szempontunkból

ugyanúgy viselkedik, hiszen tetsz½oleges u; v 2 R pozitív (6= 1) alapok esetén

logv (x) =
1

logu (v)
� logu (x) , (16)

vagyis a =
1

logu (v)
, b = 1, c = d = 0 (15)-ben.

Hasonlóan: bármelyik alapú exponenciális függvényt is vehetjük, hiszen

vx = ubx ahol b = logu (v) (17)

vagy modern írásmóddal:

expv (x) = expv (bx) .

Egy y = h (x) függvénykapcsolat gra�konja pontosan akkor lesz egy geo-
metriai egyenes, ha a pontokhoz tartozó xt; yt értékek közötti kapcsolat
lineáris:

yt = m � xt + b , (18)
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azaz
 (yf ) = m � ' (xf ) + b , (19)

vagy másképpen
yf =  �1 (m � ' (xf ) + b) . (20)

A (19) illetve (20) feltételek teljesülését most nem vizsgáljuk meg ál-
talánosan, hanem csak az egyes speciális esetekben, az alábbi alfejezetekben.

4. Az egyes koordinátarendszerek

Most pár speciális esetet ismertetünk részletesebben. Megismételjük, hogy
a [HM15] dolgozat melléklete egy olyan programot tartalmaz, amellyel bár-
milyen ' és  függvényekre kipróbálhatjuk bármely h függvény gra�konját
vagy bármely adathalmaz ábráját.

4.1. A Descartes koordinátarendszer

Ezt a rendszert mellesleg nem is R.Descartes találta fel ([SzI09]), bár két-
ségkívül nagy hatása volt a részletek kidolgozásában és elterjesztésében.
A hagyományos, "Descartes-féle" koordinátarendszerben

' =  = id vagyis xf = xt és yf = yt .

Továbbá, tetsz½oleges rögzített (nemnulla) u1; v1; u0; v0 valós számok esetén
az �

xt = u1 � xf + u0 = ' (u1 � xf + u0)
yt = v1 � yf + v0 =  (v1 � yf + v0)

(21)

koordináta-transzformáció (lényegében) megfelel a középiskolákban tanított
"lineáris függvénytranszformációk" -nak felel meg: "vízszintes ill. füg-
g½oleges nyújtás, zsugorítás, eltolás, ..." .
Közismert, hogy ebben a koordinátarendszerben, minden (nemnulla) u1; v1;

u0; v0 valós számokra is, kizárólag az

y = h (x) = mx+ b

alakú függvények gra�konjai egyenesek (lineárisak), továbbá a rajzról az m
és b prarméterek könnyen leolvashatók.
Az [SzI05] interaktív honlap 15. fejezetében található programjával u1; v1;

u0; v0 értéke tetsz½olegesen változtatható és a kapott rajz tanulmányozható.
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4.2. A legegyszer½ubb eset

Ha csak egyetlen
y = F (x) (22)

függvényt szeretnénk "kiegyenesíteni" (vagyis h = F ), akkor az x tengelyen
maradjon a hagyományos, "ekvidisztans" skála (vagyis xf = xt , azaz ' (x) =
x), és az y tengelyen pedig az s számot ("feliratot") a t = F�1 (s) távolságra
írjuk (F�1 természetesen az F függvény inverze). Vagyis a (11) képletben

' = id ,  = F�1, (23)

részletesebben:

xt = ' (xf ) = xf és yt =  (yf ) = F�1 (yf ) , (24)

ami összhangban van (22)-el, hiszen

xf = xt és yf = F (yt) .

5. Tétel. A (23) transzformáció esetén pontosan csak (kizárólag) az F függ-
vénynek és lineáris függvénytranszformációinak, vagyis az

yf = F (m � xf + b) (25)

alakú függvények gra�konjai lesznek egyenesek.
Megfordítva: ha a (23) koordinátarendszerben az ábrázolt függvény (mérési

adathalmaz) egyenes, és egyenlete

yt = m � xt + b , (26)

akkor az eredeti függvény (25) alakú.
(m és b az egyenes meredeksége és tengelymetszete.)

Bizonyítás. Ekkor ugyanis a (23) és (13) összefüggések alapján a (19)
linearizáló feltétel a következ½o formát ölti:

F�1 (yf ) = m � xf + b

vagyis valóban
yf = F (m � xf + b) .
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Megfordítva, (26), vagyis yt = m � xt + b esetén valóban

yf = F (yt) = F (m � xt + b) = F (m � xf + b) .

A (23) transzformációnak speciális esete a szemilogaritmikus "papír" az
F (x) =  �1 (x) = cx vagyis  (x) = logc (x) választással, továbbá a Gauss
papír az F (x) = � (x) =  �1 (x) azaz  (x) = ��1 (x) választással, ahol �
a normális eloszlás eloszlásfüggvénye (lásd (49) vagy [W06]), melyeket a 4.4.
illetve 4.6. alfejezetekben ismertetünk.

4.3. A másik legegyszer½ubb eset

A transzformáció most: ' tetsz½oleges és  = id :

xt = ' (xf ) és yt = yf , (27)

azaz
xf = '�1 (xt) és yf = yt . (28)

Ezt a koordinátarendszert például a (2) ábrán, vagy a [HM15] szakdolgo-
zat programja segítségével tanulmányozhatjuk, egy fontos speciális esete a
lognormális koordinátarendszer, amit a 4.4.2. alfejezetben ismertetünk.

6. Tétel. A (27) koordinátarendszerben pontosan az

h (x) = m � ' (x) + b (29)

alakú függvények gra�konjai lesznek egyenesek.

Felhívjuk a �gyelmet, hogy az el½oz½o alfejezet (24) transzformációja után
a kiegyenesed½o függvények (25)-ben leírt képletei hasonlóak a (29) képletben
bemutatott függvényekhez, de nem teljesen azonosak!
Bizonyítás. Könnyen látható, hogy a (27) azaz (28) összefüggések esetén

az
yt = m � xt + b

és
yf = m � ' (xt) + b = m � xf + b = h (xf )

egyenletek ekvivalensek (azonosak).
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4.4. A félig logaritmikus koordinátarendszerek

A 11. Állítás szerint teljesen mindegy, milyen alapú logaritmust használunk.
Vigyázzunk: ha csak az egyik koordinátatengely logaritmikus, akkor

máris két választási lehet½oségünk van: melyik ez a tengely? (A teljes loga-
ritmikus skálát az (5) képen találjuk.)
A szemilogaritmikus papíron, a (2) képen a vízszintes (x) tengely loga-

ritmikus, ezért ezt a koordinátarendszert loglineáris (x=log, y=lin) rend-
szernek nevezzük. A (7) ábrán az x tengely egyenletes (ekvidisztans), és az
y tengely logaritmikus, ezt a rendszert pedig egyszer½uen csak logaritmikus
koordinátarendszernek nevezik!
Tehát, ha véletlenül papíron dolgozunk és a boltban csak a (2) szemi-

logaritmikus (azaz loglineáris) papír kapható, akkor hogyan cseréljük meg a
két tengelyt, vagyis hogyan forgassuk a (2) papírt, hogy logaritmikus rendszer
legyen el½ottünk az asztalon? Fel kell cserélnünk az x és y tengelyeket, ezzel a
problémával függvények inverzének felrajzolásakor is találkozunk, megoldást
például [SzI04]-ben is találhatunk.
Sajnos ez csak úgy megy, hogy a papír hátoldalát kell magunk felé fordí-

tanunk, majd a papírt el kell forgatnunk 90o -kal:
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A félig logaritmikus papír
(30)

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/semilog-uj-hata.jpg

Tehát ezért érdemes pausz, vagyis átlátszó papírra nyomtatott koordináta-
rendszert vennünk a boltban (vagy a szokásos, nem átlátszó papírt nappal
ablaküvegre téve szemlélnünk és rajzolnunk rá.)
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4.4.1. A szemilogaritmikus koordinátarendszer

A szemilogaritmikus ("szemi"="félig") rendszerben, amit röviden csak
logaritmikus koordinátarendszernek hívnak, a független változó (x) tenge-
lyén egyenletes (id), a függ½o változó (y) tengelyén logaritmikus beosztást
készítünk. A (7) rajzon ' = id és  = log2 , vagyis xt = xf de yt = log2 (yf )
vagyis yf = 2yt, a (30) ábrán pedig yf = 10yt.
A (7) rajzon látható, hogy (egyedül) a h (x) = 2x függvény ábrája egyenes.

Általában pedig, ha az y tengelyen loga beosztást készítünk, vagyis ' és  a
(31) összefüggés szerinti, akkor pontosan a c � a�x függvények képei lesznek
egyenesek.
A 4.2. alfejezet (23) képletével ez teljesen összhangban van, mert most

F (x) = h (x) = ax és  = F�1 = loga , ' = id .
Az 5. Tétel alapján már mindent tudunk, de a gyakorlati felhasználások

miatt vizsgáljuk meg ezt az esetet kicsit közelebbr½ol.

7. Tétel. Tetsz½oleges � 2 R valós és a; c; d 2 R+ (a 6= 1) pozitív számok
esetén a

xt = ' (xf ) = xf és yt =  (yf ) = loga (yf ) (31)

koordináta-transzformáció után minden

h (x) = d � c�x (32)

alakú (exponenciális) függvény gra�konja egyenes (geometriailag).

Bizonyítás. A (32) képlet az ábrázoláskor azt jelenti, hogy

yf = h (xf ) = d � c�xf , (33)

mindkét oldal loga értékét véve kapjuk:

loga (yf ) = loga
�
d � c�xf

�
= � � xf � loga (c) + loga (d) (34)

vagyis (31) alapján valóban

yt = mxt + b . (35)

A fenti számolás csak azt igazolja, hogy a (32) alakú exponenciális függ-
vények képei kiegyenesednek, de lehet-e más függvény képe is egyenes? Az
alábbi számolás ezt is igazolja, s½ot m és b ismeretében még a d; c és �
paraméterek értékét is meghatározhatjuk.
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8. Állítás. Ha egy h (x) függvény gra�konja a loga logaritmikus koordináta-
rendszerben (35) egyenes, akkor a h (x) függvény csak (32) alakú lehet, s½ot

d = ab, c = am és � = 1 , (36)

vagy másképpen
d = ab és � =

m

loga (c)
(37)

ahol a c > 0 alapot tetsz½olegesen választhatjuk, a 9. Megjegyzés miatt.

Bizonyítás. A (19) összefüggés alapján most loga (yf ) = m �xf+b vagyis
valóban yf = am�xf+b = cxf � d ahol c = am és d = ab , � = 1 .

A (36) és (37) képletek összhangban vannak a (34) és (35) képletekkel.
A lényeg az, hogy az egyenes ábráról leolvasott m és b értékeib½ol a d és

� paraméterek meghatározhatók, a (36) vagy (37) képletek segítségével, és
a fenti két tétel szerint kizárólag csak a d � c�x alakú függvények gra�konjai
lesznek egyenesek a (szemi)logaritmikus koordinátarendszerben.
A középiskolából jól ismert a következ½o összefüggés:

9. Megjegyzés. A c alap el½ozetes megválasztása lényegtelen, mert tetsz½oleges
c1; c2 alapok és � 2 R kitev½o esetén

(c1)
� = (c2)

�2��

ahol
�2 = logc2 (c1) .

A (31) képletben szerepl½o koordináta-transzformációt szemilogaritmikus
transzformációnak nevezzük, és megkülönböztetésül ('S;  S) jellel jelöljük.
A szemilogaritmikus rendszer és a fenti Állítás speciális esete a 3. fe-

jezetben tárgyalt általános összefüggésnek.

4.4.2. A loglineáris koordinátarendszer

Ezt a koordinátarendszert például a (2) ábrán, vagy a [HM15] szakdolgo-
zat programja vagy [KE11] feladatainak segítségével tanulmányozhatjuk. A
transzformáció most

' = loga és  = id ,

részletesebben:
xt = loga (xf ) és yt = yf . (38)
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10. Tétel. A (38) transzformáció esetén pontosan a

h (x) = d � logc (x) + � (39)

vagy másképpen írva:
h (x) = logc

�
xd � 

�
alakú függvények képei lesznek egyenesek (ahol � = logc () vagyis  = c�).
Megfordítva: ha egy h (x) függvény gra�konja egyenes a loglineáris koordináta-
rendszerben, tehát

yt = mxt + b (40)

alakú, akkor h (x) csak (39) alakú lehet, ahol például

d =
m

logc (a)
és � = b (41)

és c tetsz½oleges (lásd még a 11 Állítást is).

Bizonyítás. A (38) és (39) összefüggések alapján

yt =  (yf ) = yf = d � logc (xf ) + � = d � loga (xf )
loga (c)

+ � =

=
d

loga (c)
� xt + � = mxt + b .

Megfordítva, a (40) öszefüggés teljesülése esetén használjuk a (20) és (38)
képleteket, ami szerint  �1 (z) =  (z) = z minden z 2 R valós számra, és
így

yf = m � ' (xf ) + b = m � loga (xf ) + b =
m

logc (a)
� logc (xf ) + b .

Ez megegyezik a (39) képlettel, vagyis (41) valóban igaz.

A (39) és (41) képletekben c valóban bármi lehet, hiszen középiskolából
jól ismert:

11. Állítás. Bármely d1 2 R; c1; c2 2 R+ n f1g valós számokhoz található
olyan d2 2 R valós szám, amelyre

d1 � logc1 (x) = d2 � logc2 (x) (42)
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minden x 2 R+ számra teljesül.
Továbbá

loga (c) =
1

logc (a)
(43)

tetsz½oleges a; c 2 R+ n f1g számokra.

Bizonyítás. Az általános

logu(x) =
logv (x)

logv (u)
(44)

összefüggés alapján

d1 � logc1 (x) = d1 �
logc2 (x)

logc2 (c1)
=

d1
logc2 (c1)

� logc2 (x)

vagyis

d2 =
d1

logc2 (c1)
,

továbbá

loga (c) =
logc (c)

logc (a)
=

1

logc (a)
.

A most tanulmányozott szemilogaritmikus és loglineáris koordinátarend-
szereket összehasonlítva észrevehetjük, hogy a kiegyenesített függvények (exp
és log) egymás inverzei, ezt már a 4.8. alfejezetben megjósoltuk

4.5. A log-log koordinátarendszer

A kett½os logaritmikus- (vagy röviden csak log-log-) koordinátarendszerben
mindkét tengelyen logaritmikus beosztást készítünk (nem feltétlenül azonos
alappal). A kereskedelemben kapható kett½os logaritmikus papírt a (3)
ábrán láthatjuk. A (8) ábrán pedig az x , x2, 2x2 és

p
x függvények gra�kon-

jait ebben a koordinátarendszerben, mely ábrát a [HM15] szakdolgozat prog-
ramjával készítettünk.

12. Tétel. Tetsz½oleges a; b 2 R+ , a 6= 1 , b 6= 1 pozitív és m 2 R valós
számok esetén a

xt = ' (xf ) = loga (xf ) és yt =  (yf ) = logb (yf ) (45)
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koordináta-transzformáció után pontosan (kizárólag) az

y = h (x) = d � x (46)

alakú (hatvány) függvények (0 < d; x) gra�konjai egyenesek (geometriailag),
vagyis

yt = m � xt + b .

Érvényes továbbá:

m =  � logb (a) és b = loga (d) � logb (a) , (47)

vagy másképpen:
 =

m

logb (a)
és d = bb (48)

Megjegyzés: a  kitev½o tetsz½oleges valós szám lehet, nem csak egész szám.

Bizonyítás. A (46) egyenl½oség mindkét oldalának loga -át vesszük:

loga (yf ) = loga
�
d � xf

�
=  � loga (xf ) + loga (d) ,

majd a (45) és

loga (yf ) =
logb (yf )

logb (a)
=

yt
logb (a)

összefüggések alapján kapjuk, hogy

yt
logb (a)

=  � xt + loga (d) ,

vagyis
yt = m � xt + b ,

ahonnan (47) és (48) már leolvasható:

loga (d) =
b

logb (a)
= b � loga (b) = loga

�
bb
�

tehát valóban d = bb.

A fenti koordináta-transzformációt logaritmikus transzformációnak nevez-
zük, és ('L;  L) jellel jelöljük.
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4.6. A normális eloszlás

A legtöbb természeti (�zikai, kémiai, vagy akár közgazdasági) jelenség mennyi-
sége normális eloszlást "követ" (err½ol részletesebben bármelyValószín½uség-
számítás-Statisztika könyvben, tantárgyban olvashatunk, pl. [LZ75], vagy a
[W06], [W07] honlapokon). A normális eloszlású mennyiségek eloszlásfügg-
vénye (= a mérések kumulatív [kezdetekt½ol a jelen pillanatig] összegezése) a
következ½o képlettel írható le:

Fm;� (z) = �

�
z �m

�

�
,

ahol m a mérés átlaga, és � a szórása, és

� (x) :
def
=

1p
2�

xZ
�1

e
�t2
2 dt =

1p
2�

xZ
�1

exp
�
�t2
2

�
dt . (49)

A� (x) függvényt sokszor "(Gauss-féle) hibafüggvénynek" is nevezik, és erf (x)
-el jelölik. A (9) ábrán a mérési eredmények is közelít½oleg a � függvény szerint
helyezkednek el, pontosabb gra�konokat látunk [W07] -ben a Cumulative dis-
tribution function) (kumulatív eloszlásfüggvény) címszónál.
A gyakorlatban nagyon fontos egy jelenségr½ol mérésekkel eldönteni, hogy

tényleg normális eloszlást követ-e egyáltalában! Ha igen, akkor mekkorák a z
m és � paraméterek? Mint a (9) és (10) ábrákon szemléltettük: "mindössze"
csak az y tengelyt kell "megfelel½oen" megnyújtanunk (vagy zsugorítanunk).
Hogyan?
Tudomásom szerint a táblázatkezel½o programok (Excel, Libre O¢ ce) nem

rendelkeznek Normális eloszlás koordinátarendszerrel, azonban [HM15] prog-
ramja igen!

Mint a 4.2. alfejezet 5. Tételében beláttuk: mindössze a (24) transzfor-
mációt kell alkalmaznunk. Mivel az F függvény most � , ezért (24) most a
következ½ot jelenti:

xt = ' (xf ) = xf és yt =  (yf ) = �
�1 (yf ) . (50)

Természetesen az 5. Tétel képleteiben F helyett � , a b paraméter helyett
pedig � -t kell írnunk, m marad m .
A kapott rendszert normális- vagy Gauss- koordinátarendszernek

nevezik, és ('N ;  N) jellel jelöljük. A (10) ábrán a régen kapható "Gauss-
papír" -ra rajzoltuk mérési eredményeinket (forrás: [LZ75]).
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A normális koordinátarendszer elkészítéséhez már csak a � (x) függvény
inverzét kellene kiszámolnunk (vagy használjuk a [HM15] programot).
Azonban, Liouville tétele szerint: � (x) -re nincs képlet, a szokásos függ-

vényekkel. Liouville tételét megtalálhatjuk például [SzM11] 126. oldalán.
Emiatt � (x) értékeit táblázatból szokták kikeresni, a táblázat (szinte)

mindenValószín½uségszámítás könyvben megtalálható, vagy ld. [SzI10]. Például
az s = 0:999 felirat körülbelül t = ��1 (0:999) t 3:9 egységre (pl. centiméter)
lesz távol az x tengelyt½ol. Az x és y tengely metszéspontjába (régen: "origó")
az s = 0:5 felirat lesz, mert t = ��1

�
1
2

�
= 0 egység. Liouville tétele miatt

nincs képlet � inverzére sem, a ��1 függvényre sem, tehát egyik módszer a
táblázat alapján kikeressük (pontosabban: "visszakeressük") az s = 0:01 , ...
s = 0:99 értékeket, ... .
Mivel a legtöbb táblázat csak körülbelül a 0 � x < 4 számokat tartal-

mazza, szükségünk van a � (x) függény legfontosabb tulajdonságaira (például
[W06], [W07]):

13. Tétel. Dom (�) = R , 0 < � (x) < 1 , szigorúan monoton növ½o,
folytonos, lim

x!�1
� (x) = 0 és lim

x!+1
� (x) = 1 .

Ezenkívül még (� specialitásai): � (0) = 1
2
és � gra�konja középpontosan

szimmetrikus a
�
0; 1

2

�
pontra, vagyis

� (�x) = 1� � (x) . (51)

Az (51) összefüggés miatt az y tengely skálázása az x tengely "alatt"
hasonlít az x tengely "fölötti" rész skálázásához, például az s = 0:001 felirat
körülbelül t = ��1 (0:001) t �3:9 egységre (pl. centiméter) lesz.
A táblázat nincs mindig nálunk, a számológépen sincs ilyen gomb. Létezik

azonban egy másik módszer, sajnos kevésbé ismert, pedig nagyon hasznos és
modern. Az [RA97] cikkben a következ½ot olvashatjuk:

y = �(x) t
1

2
+
1

2
� tanh (0:8x) (52)

ahol tanh (z) a "tangens hiperbolikusz" függvény, többféle jelölése van:
tanh (z) = tanhyp (z) = th (z) , és képlete:

tanh (z) =
ez � e�z

ez + e�z
(z 2 R) . (53)
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A hiperbolikus függvények és inverzeik egy rövid ismertet½oje megtalálható
például [SzI03]-ban, többek között:

�1 < tanh (z) < +1 (z 2 R) (54)

és

tanh�1 (v) = Arth (v) =
1

2
ln

�
1 + v

1� v

�
(�1 < v < +1) (55)

hiszen tanh�1 (=tanh inerze) szokásos neve "area tangens hiperbolikusz".
Az (52) és (55) egyenl½oségekb½ol

x = ��1 (y) t
10

8
� tanh�1 (2y � 1) (56)

=
5

4
� 1
2
� ln
�
1 + (2y � 1)
1� (2y � 1)

�
(57)

=
5

8
� ln
�

y

1� y

�
(�1 < y < +1) (58)

vagyis a Gauss- azaz Normális koordinátarendszerben az y tengelyre az s
feliratot

t = ��1 (s) t
5

8
� ln
�

s

1� s

�
(�1 < s < +1) (59)

távolságra kell helyeznünk!
Ez a képlet van "beépítve" a [HM15] programba is, tehát a nekünk (a

felhasználóknak) nem kell tanh függvénnyel és az (52)-(59) képletekkel baj-
lódnunk!

4.7. A reciprok koordinátarendszer

Most a reciprok skálát használjuk:

xt = ' (xf ) =
u

xf
és yt =  (yf ) =

v

yf
. (60)
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Hiperbolikus rendszernek is nevezhetjük, mert ekkor a (bizonyos)
h (x) = ax+b

cx+d
hiperbolák gra�konjai lesznek egyenes-darabok:

A reciprok koordinátarendszer
(61)

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/reciprok-skala-160.gif

Vigyázat: a koordinátatengelyek beosztása most monoton csökken½o, de
a legfurcsább az, hogy a tengelyeken a 0 "= 1

1" szám helyett "1" szerepel,
vagyis a tengelyekre nemlétez½o pontokat rajzoltunk! Szemléletesen ezt úgy is
mondhatnánk, hogy a síkot "kifordítottuk": az origó "elrepült" a végtelenbe,
és a végtelen távoli pontok jöttek be a koordinátatengelyekre, az origóba
pedig az (1,1) pont, vagyis akinek mindkét koordinátája 1 volt, azaz a 0
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helyet cserélt a 1 -el.
A síknegyedek és az el½ojelek megmaradnak, mint a szokásos koordináta-

rendszernél, de a tengelyeken lev½o pontok koordinátái nem valós számok
(mert 1

0
értelmezhetetlen).

Az Olvasónak elkészítettünk egy reciprok skálát, mert az interneten
nem találtunk:

A reciprok skála

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/Recipr-skala1jav.gif

Ha két (iskolai) vonalzóra a szokásosmm -beosztás helyett a most vizsgált
reciprok skálákat rajzoljuk, akkor a kapott, logarléchez ((6), [W02]) hasonló
eszközt kapunk, amellyel az

1

x
+
1

y
=
1

z

egyenletben szerepl½o számokat tudjuk pillanatok alatt meghatározni. Err½ol
részletesebben [SzI06] -ben olvashatunk.

14. Tétel. A (60) transzformáció esetén pontosan a

h (x) =
ax

cx+ d
(62)

azaz

h (x) =
a

c
+

�

x+ 
(63)

hiperbolák gra�konjai lesznek egyenes-darabok, amennyiben

a + c� = 0 .

Továbbá: ha egy h (x) függvény gra�konja yt = mxt + b alakú, akkor a h
függvény (62) képletében

a = v , c = m és d = b . (64)
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A felrajzolt "koordinátatengelyek" valójában nemlétez½o pontokat "jelöl-
nek", ezért a kapott egyenes valójában három darabból áll, mint ezt a (61)
ábrán láthatjuk. Erre utaltunk a fenti tétel "egyenes-darabok" kifejezésével.

15. Megjegyzés. A fenti (62) és (63) képletek könnyen egymásba alakíthatók
(még általánosabban is):

ax+ b

cx+ d
=

a
c
(cx+ d)� a

c
� d+ b

cx+ d
=
a

c
+
b� a

c
� d

cx+ d
=
a

c
+

b�a
c
�d

c

x+ d
c

,

vagyis � =
b� a

c
� d

c
és  =

d

c
, b = 0 esetén � =

�ad
c2

.

Megfordítva:

a

c
+

�

x+ 
=
a (x+ )

c (x+ )
+

c�

c (x+ )
=
ax+ (a + c�)

cx+ c
,

vagyis b = a + c� és d = c . �

Bizonyítás. Ha yf =
axf

cxf + d
, akkor

yt =
v

yf
=

v �
�
c � u
xt
+ d

�
a � u

xt

=
vcu+ vdxt

au
, azaz

yt =
vc

a
+
vd

au
� xt ,

ami valóban yt = mxt + b alakú (és m =
vd

ua
, b =

vc

a
).

Megfordítva: ha yt = mxt + b , akkor

yf =
v

yt
=

v

mxt + b
=

v

m � u
xf
+ b

=
vxf

mu+ bxf
=

axf
cxf + d

,

ahonnan (64) már látható.

4.8. Általános összefüggések

Természetesen az x és y tengelyek transzformációi (' és  ) összefüggenek,
s½ot bármelyikkel helyettesíthetjük a másikat, vagy módosíthatjuk a másik
hatását.
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Ez a fejezet els½osorban elméletileg fontos, mérnökök és érdekl½od½ok nyu-
godtan átugorhatják. Emlékeztetünk rá, hogy a ('; ) -"koordinátarend-
szer" (KR) elnevezés azt rövidíti, hogy ' az x tengelyen van (' (xf ) = xt) és
 az y tengelyen ( (yf ) = yt), lásd (13). A tételeket most nem bizonyítjuk.

16. Tétel. Ha a (';  ) -koordinátarendszerben a h (x) függvények egyenesed-
nek ki (linearizálód(nak)), akkor a ( ; ') -koordinátarendszerben a h�1 (x)
függvények1). �

17. Megjegyzés. A fenti tételt röviden úgy is mondhatjuk, hogy "a tenge-
lyeken ' -t és  felcserélve a linearizálódó h függvények invertálódnak".
A tétel speciális esetét a 4.4.1. és 4.4.2. alfejezetekben már tapasztal-

tuk, hiszen a logaritmikus függvények pontosan az exponenciális függvények
speciális esetei. A (2) és (30) koordinátarendszereket is a papír meg-
fordításával kaptuk, és függvények inverzeinek gra�konjait szintén a papír
megfordításával "állíthatjuk el½o" (ld. pl. [SzI04], [SzM11])! Vagyis nincs mit
csodálkoznunk (?bebizonyítottuk a tételt?).

A 4.5. és 4.7. alfejezetekben, valamint a 4.9. fejezet alfejezeteiben ' =  
(azaz ' (z) = a �  (bz + c) + d). Az ilyen koordinátarendszerekben (a józan
ész szerint) a kiegyenesed½o függvények halmaza nem változhat meg. Ez így
is van, de ez nem azt jelenti, hogy mindegyik h függvény inverze sajátmaga,
hanem csak azt, hogy mindegyik h 2 H függvény inverze is a H halmazban
van (lásd az 1. lábjegyzetet). �

18. Tétel. Az (id;  ) és a
�
 �1; id

�
koordinátarendszerekben ugyanazok a

függvények linearizálódnak.
(Emlékeztetünk, hogy id az "y = x" függvény2), vagyis a fenti két KR-ben
xf = xt illetve yf = yt .) �

A fenti összefüggést gondoljuk át a 4.4., 4.6. és 4.9. alfejezetekben megvizs-
gált koordinátarendszerek esetében!

1 ) Pontosabban: Ha a ('; ) KR-ben aH függvényhalmaz h 2 H elemei egyenesednek
ki, akkor a ( ;') KR-ben a H�1 :=

�
h�1 : h 2 H

	
függvényhalmaz elemei.

2 ) identitás, azonosság vagy helybenhagyás függvény
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4.9. További koordinátarendszerek

A továbbiakban csak felsorolunk néhány további lehetséges koordinátarendszert:
tetsz½oleges szigorúan monoton, lehet½oleg folytonos ' és  függvényt, és csak
vázoljuk a kiegyenesíthet½o függvényeket. A 4.2. és 4.3 alfejezetekben tár-
gyalt esetekkel (vagyis amikor csak az egyik tengelyt módosítjuk) most nem
foglalkozunk.
Várjuk az Olvasók további javaslatait, ötleteit, tapasztalatait.

4.9.1. Exponenciális skálák

Legyen most

xt = ' (xf ) = cxf és yt =  (yf ) = dyf (65)

vagy megfordítva:

xf = '�1 (xt) = logc (xt) és yf =  �1 (yt) = logd (yt) .

A a alapú exponenciális függvényekre szokás az expa jelet is használni, tehát
most ' = expc és  = expd . A (20) összefüggés alapján ekkor

yf = h (xf ) =  �1 (m � ' (xf ) + b) = logd (m � cxf + b) ,

vagyis pontosan az
y = h (x) = logd (m � cx + b) (66)

alakú függvények gra�konjai lesznek egyenesek. Például az y = log2
�
1
2
� 3x + 4

�
függvény eredeti ("szokásos"), Descartes-koordinátarendszerbeli képe: A b =
0 speciális esetben a fenti (66) képlet egyszer½ubbé válik:

y = hspec (x) = logd (m) + x � log cx = � + � � x .

4.9.2. Hatványfüggvény skálák

Legyen most

xt = ' (xf ) = (xf )
c és yt =  (yf ) = (yf )

d (67)

vagy megfordítva:

xf = '�1 (xt) = c
p
xt és yf =  �1 (yt) = d

p
yt .

33



ahol c; d 2 Rn f0g tetsz½oleges nemnulla (akár negatív, akár pozitív rögzített
szám).
Mivel különböz½o (1 -nél nagyobb vagy kisebb abszolút érték½u, negatív

vagy pozitív) c és d kitev½okre ez a transzformáció nagyon változatos ábrákat
mutat, ezért javasoljuk az Olvasónak, hogy "játszadozzon" kicsit a [HM15]
programmal.
A c = d = �1 speciális eset a reciprok skála, melyet a 4.7. alfejeztetben

vizsgáltunk meg részletesen.
A [SzKV01], [SzKV02], [SzKV03] kutatási közleményben pedig a (tér-

beli) c = d = e = 1
2
speciális esetet használtuk: ekkor síkokból gömböket

"varázsolt" a transzformáció.
Milyen h függvények gra�konjai lesznek egyenesek a (67) koordináta-

rendszerben? Használjuk megint a (20) képletet:

yf =  �1 (m � ' (xf ) + b) = d

q
m � (xf )c + b

vagyis

y = h (x) = d
p
m � xc + b .

Speciálisan: d = c = 2 és m < 0 < b esetén az

y2 �mx2 = b

ellipszisek (m = �1 esetén körök), 0 < m esetén pedig hiperbolák képei
egyenesednek ki a (67) transzformáció után.
"Megfordítva" pedig: az

yf = ` (xf ) = mxf + b ,

eredetileg lineáris (egyenes) gra�konú függvények képei a d = c = 1
2
, vagyis

az (xt)
2 = xf és (yt)

2 = yf transzformáció után válnak ellipszisekké (körökké)
illetve hiperbolákká. Az [SzKV01], [SzKV02], [SzKV03] m½uvekben szép tér-
beli ábrákat láthatunk.

4.9.3. Arkusztangens skálák

Most

xt = ' (xf ) = arctg (u � xf ) és yt =  (yf ) = arctg (v � yf ) (68)
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vagy megfordítva:

xf = '�1 (xt) =
tg (xt)

u
és yf =  �1 (yt) =

tg (yt)

v
,

ahol az arctg függvény a tg (tangens) függvény inverze.
Sok más nyelven és a számítástechnikában használatosak még az atan,

arctan, tan�1, stb. jelölések is.
A (20) képlet szerint:

yf =  �1 (m � ' (xf ) + b) =
tg (m � arctg (uxf ) + b)

v
,

vagyis a

h (x) =
tg (m � arctg (ux) + b)

v

alakú függvények képei lesznek egyenesek a (68) koordinátarendszerekben.

4.9.4. Tangens hiperbolikusz skálák

Minden trigonomterikus függvénynek van hiperbolikus megfelel½oje, melyeket
valóban a Bolyai János által felfedezett hiperbolikus geometriában használ-
nak. Érdemes Bolyai János m½uvébe belekukkantanunk: [BJ1832] a hyp függ-
vényeket is megtaláljuk benne.
Szerencsére a hiperbolikus függvényeket a (szokásos) Descartes-koordináta-

rendszerben is tanulmányozhatjuk: "sima" R! R függvények, a képleteket,
tulajdonságokat, ábrákat megtalálhatjuk pl. [SzI03]-ban.

Legyen most

xt = ' (xf ) = tanh (u � xf ) és yt =  (yf ) = tanh (v � yf ) (69)

vagy megfordítva:

xf = '�1 (xt) =
Arth (xt)

u
és yf =  �1 (yt) =

Arth (yt)

v
.

[SzI03] alapján

tanh (x) =
ex � e�x

ex + e�x
, (70)
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és inverze

tanh�1 (x) = Arth (x) =
1

2
ln

�
1 + x

1� x

�
(�1 < x < +1) (71)

Vigyázat: tanh (70) képletében x 2 R , de 1 < tanh (x) < +1 miatt Arth
fenti (71) képletében szükséges az �1 < v < +1 kikötés!
Sok más nyelven és a számítástechnikában használatosak még a tgh,

tghyp, tanhyp, atanhyp, Areatg (nem arctg!), Artan, stb. jelölések is.

A (20) képlet szerint pontosan az

yf =  �1 (m � ' (xf ) + b) =
Arth (m � tanh (u � xf ) + b)

v

vagyis az

y = h (x) =
Arth (m � tanh (u � xf ) + b)

v
(72)

alakú függvények gra�konjai lesznek a (69) transzformáció után egyenesek.
A fenti (72) formula a (70) és (71) képletek segítségével kívánságra "vissza-

írhatók" az ex és ln (x) függvényekre.

4.9.5. Lognormális skálák

A 4.6. alfejezethez hasonlóan most legyen

xf = �(lnxt) = '�1 (xt) = és yf = �(ln yt) =  �1 (yt) , (73)

azaz

xt = e(�
�1(xf)) = ' (xf ) és yt = e(�

�1(yf)) =  (yf ) . (74)

A ' és  függvényeket írhatjuk a könnyebben olvasható

' (xf ) = exp
�
��1 (xf )

�
és  (yf ) = exp

�
��1 (xf )

�
formában is (exp (z) = ez).
Az (52)-(59) összefüggések alapján

xf = '�1 (xt) t
1

2
+
1

2
� x

0:8
t � x�0:8t

x0:8t + x�0:8t

, yf =  �1 (yt) t
1

2
+
1

2
� y

0:8
t � y�0:8t

y0:8t + y�0:8t
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és

xt = ' (xf ) t
�

xf
1� xf

�5=8
, yt =  (yf ) t

�
yf

1� yf

�5=8
(�1 < xf ; yf < +1) ,

(75)
hiszen

exp

�
5

8
� ln
�

u

1� u

��
=

�
u

1� u

�5=8
. (76)

A lognormális eloszlások alkalmazásairól például [MB00] és [MBSP05]
-ben olvashatunk.
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