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0. Bevezetés

Bar sok helyen taldlunk lefrasokat kiilénboz6 koordinatarendszerekrél (pl.
[WO01]), legtobb helyen csak a "mindegyiket a megfeleld feladatokra haszndljuk"
utaldst kapjuk az alkalmazhatésdagot illetéen. Most csak a derékszogt, nem
ekvidisztans (nem egyenld beosztési) 2-dimenzids koordindtarendszerek (KR)
egy szemléletes, majdnem feledésbe meriilt alkalmazdséardl és egy 1j, egyszerii
szemléltetd szamitégep-programroél (alkalmazdsrol) [HM15] irunk.

A cikkiinkben ismertetett médszereket felhasznalhatjuk példaul a [KE11]
egyetemi tananyag megolddsara is, melyhez a [HM15] programot is hasznal-
hatjuk.

Az érdeklédd (laikus, mérnok, stb.) Olvasé nyugodtan ugorja 4t a matema-
tikai fejtegetéseket és szdmoldsokat, elegendd, ha csak a kiemelt &llitdsokat,
képleteket és az dbrdakat tanulmanyozza.

A 3-dimenziés koordindtarendszer hasonlé dtalakitdasdnak egy alkalmazdsa-
rél peldéul [SzKVO01], [SzKV02], [SzZKV03] -ban, a ferdesziogti és egyéb koordina-
tarendszerekrol pedig [GJT5] és [SzI08] -ben olvashatunk.


http://www.math.bme.hu/~hujter/halad.htm

Az aldbbi képek alatt megadjuk az eredeti, nagyfelbontédsu fajlok eredeti
URL cimét is (ha van ilyen).

1. A logaritmikus skila

A leggyakrabban haszndlt, "szokdsos" derékszogii (Descartes) koordindta-
rendszer stirin "megvonalazott tirlapja", az tgynevezett "milliméter-papir"
most is kaphaté papirboltokban és gyakran hasznéljuk az iskoldban: tervraj-
zok, fiiggvénygrafikonok és mérési értékek abrézolasaihoz:

"mm -papir"

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/mm-uj-f.jpg (1)

Fiokunk mélyén taldn még logaritmikus és szemilogaritmikus (més néven:
log-log- illetve félig logaritmikus) papirokat is taldlunk, melyeket gyermekko-
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romban fillérekért, nagy tombokben drusitottak papirboltokban:

7 8910 2 5 67891
+ e B B N e S |

Az egyik tengelyen logaritmikus oszids 1-1000-ig. Egység S0mm.
A masik mm,

Félig logaritmikus papir: a loglinedris papir

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/semilog-uj-f.jpg  (2)
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Mindkét tengely logaritmikus osztdsd 1-1000-ig, illetve 1-300-ig.
Egység 62.5m/m

Mindkét tengelyen logaritmikus papir

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/loglog-uj-f.jpg  (3)

Ezek "majdnem" azonosak a milliméter-papirral, csak az egyik (vagy mind-
két) koordindtatengelyen logaritmikus skald(ka)t talalunk:

A 10, 100, ...,10™  feliratokat azomos tdvolsdagokban taldljuk. (4)

Ez pedig azt jelenti, hogy tetszbleges x (pozitiv) valés szdm esetén az z felirat
log, (x) tavolsagban van az orig6tdl (dltaldban a = 10 vagy a = 2) !

A modern szdmitdstechnikdban (pl. tabldzatkezelé programokban, Ex-
cel, Open Office, stb.) is haszndlhatunk log-log- és szemilog- koordinata-
rendszereket (Hazi Feladat: tessék megkeresni!), tehat még inkabb "illene"
megismerniink ezen koordindtarendszerek tulajdonsagait és alkalmazasi leheto-
ségeit - éppen ez jelenlegi cikkiink célja!

Mielétt ezen furcsa (moédositott) koordindtaredszerek alkalmazdsét is-
mertetnénk, roviden a logaritmikus skdla tulajdonsigait mutatjuk be.
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Nézziik meg a fenti papirok logaritmikus skdldit kozelebbrol:

] 10 10
100 [0

A logaritmikus skala

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/logskala-sk.jpg  (5)

,Az ilyen skdldk nagy elénye az, hogy nagyon kicsi és nagyon nagy mennyi-
ségeket egyszerre tudunk szemlélteni egyetlen dbrdn! Példaul:

SUGARDOZIS Sugarzasi szintek

Millisievert* -
1000/6ra: ezt mérték a 2-es reaktor 3000:
hitévizében marcius 27-én otvenszazalékos

tulélési esély

2,4: atlagos éves
sugardozis

250: maximalis megengedett
vészhelyzeti sugarzasi szint
a fukusimai dolgozoknak

10 000:
halal két
héten beldl

0,2: Tokio—New York

repiiléut oda-vissza .
100: megné

a rak veszélye

0,01:
fogrontgen

6,9: mellkasrontgen

50: megengedett éves sugardozisérték

az amerikai atomerémiivekben 700: 6000:
: : hanyas, ekkora sugar-
170-180: ekkora sugardozis ért harom hajhullas  dozist kaptak
munkast marcius 24-én Fukusimaban 2-3 héten a csernobili
beldl erémii dolgozoi;
350: ekkora sugarzast kaptak Csernobil lakéi, egy hénapon
akiket utana kitelepitettek a veszélyzonabol belil meghaltak
Forras: |AEA, hiriigynokségek *1 millisievert=1000 mikrosievert © GRAPHIC NEWS

A radioaktiv sugarzasok (forras:TAEA)
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Szférék - a Fold légkore (forras: [FV92])

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/IM002568r-.jpg
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nem nem

A kiilonboz6 radichullamok (forras: [WOS])

Nem csak a tudésok hasznéljék a szokdsos mérdszalag fenti torzitdsat (a
Foldtorténet évszamai, foldrajzi atlaszokban, Richter-skdla, statisztika, pH,
entropia, részecskék méretei, csillagok fényerdssége, a vegyészek "n -kilences"
pontossaga, stb.), hanem mi magunk, hétkoznapi emberek is! A hangerdsség
(fizikai nyomas) és annak érzete (decibel), vagy a rezgd (gitar-/hegedii-) hur
hossza és a hang magassdga (oktavok, hangkozok) kozotti osszefiiggés, és
még sok mas érzékszerviink miikodése is logaritmikus, ezt hivjdk Weber—
Fechner torvénynek. A fényképezdgép bedllitdsaindl is a logaritmikus
skaldt kell hasznalnunk. Sot, allitélag egyes afrikai bennsziilott torzsek tag-
jai (mind a gyermekek, mind a felnéttek) a megszamldlandé targyakat nem
ugyanazon tévolsdgra, hanem egymaéashoz egyre kozelebb, logaritmikus skdla
szerint helyezik el ([W03], [W05], [DISP1], [DISP2]) !

A logaritmikus skdldrél és mds torzitasi médszerekrél bévebben [SzI02),
[SzI04], [SzI05], [SzI07], [WO03] és [WO05] -ben olvashatunk. Az [SzI05| interak-
tiv honlap 15. fejezetében és a [HM15] szakdolgozat mellékletében taldlhato
Javascript programok (alkalmazds) segitségével ki is prébédlhatjuk a kiilon-
boz6 torzitdsok hatdsait.

A logaritmikus skila egy mdsik (mar feledésbe meriilt) alkalmazdsa a lo-

garléc (becenevén "l6cs"), a szémolégépek megjelenése (kb. 1975) el6tti
idokig volt hasznalatban: szorzdsok, osztasok és egyéb szdamoldsok gyors el-



végzésében segitett (bévebben pl. [BAST], [W02], [SzI06]). [W02] szerint
még az Apollo {irhajé legénysége is hasznélta, [SzI06]-ben pedig az dltaldnos
elméletét és tovabbi lehetdségeit ismerhetjiik meg.

R
BALOGE ARTHUR

' A logarléc

Logarlécek
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/Balogh-Logkonyvf.jpg
http: //math.uni-pannon.hu/ " szalkai/koordinata/HM-Logar-Misi.jpg

Egy taldlés kérdés: Milyen lenne egy ilyen, az (5] dbrédn ldthaté "loga-
ritmikus" méroszalag? Koénnyebben mérhetnénk vele nagyon nagy és nagyon
kicsi mennyiségeket? Szerintem nagyon nagy és kis mennyiségeket csak addig
mérhetiink, ameddig a tdvcsoviink illetve a mikroszképunk birja! Vagyis
barmilyen beosztdsd mérdszalag mindossze csak ugyanigy hasznalhato, mint
a szokdsos, egyenld kozii (latinul ekvidisztans) beosztdsi mérdszalag: "ha ez
a tdrgy z cm, akkor a z cm polcra éppen, hogy elfér ..." .

A szokdsos (egyenld kozil) beosztasi mérdszalagnak azért van egy nagy
elénye: a targyak hosszisdgainak dsszege valéban a hosszak tsszege feliratndl
talalhato!

2. Linearizalasok

No j6, de mire jok az ilyen koordindtarendszerek, miért fogytak az ilyen
"papirok" kilészam, miért épitik be mostandban is 6ket a mai tabldzatkezel®
programokba?


http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/Balogh-Logkonyvf.jpg
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/HM-Logar-Misi.jpg

Peéldéul a [SzI02], [SzI04], [SzI05], [SzI07] miivekben ldthatjuk a szokdsos
alapfiiggvények: x , 22 , 2% , ... eltorzult grafikonjait a félig-log koordinsta-
rendszerben (az y tengelyen most 2 hatvanyai vannak feltiintetve egyenld
kozonként, vagyis ez most log, -skéla, az x tengely most valtozatlan):

4096
2048
1024
512
256
128

| | | | | l
2 3 4 3 6 7 3

Figgvények a félig linedris koordindtarendszerben

(7)

Hat persze: ha a példaul az y tengelyt "osszenyomjuk", akkor természet-
szeriileg a grafikonokat is "lefelé 6sszenyomjuk", gorbéjiik "lekonyul" vagy
éppenséggel kiegyenesedik - linedrissa valik. A fenti dbrdn ez az y = 27
fiiggvénygorbe (tessék megkeresni az dbran!).

A @ abran lathato koordindtarendszer abban kiilonbozik a szemilo-
garitmikus papirtél, hogy itt az y tengelyen van logaritmikus beosztés, mig
ott az x tengelyen. Hogyan kell elforgatni a szemilogaritmikus papirt
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ahhoz, hogy a @ dbrdahoz hasonlékat rajzoljunk, és mi a kiilonbség a két
koordinatarendszer kozott - ezt a (30]) dbran és a. fejezetben ismertetjiik.

A log-log (més néven: dupldn logaritmikus, 1d. a abrén) koordindta-
rendszerben més fiiggvények grafikonjai valnak egyenesekké:

[ hmarci.rapidant.hu 20150511,

(8)

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/log-log-hatvany-150511.jpg

Néhdny tovabbi grafikont ldthatunk még [WO04] -ben, valamint a kovetkezd
alfejezetben, a @ és abrakon.

Mint a fenti @ és abrakon lathatjuk, bizonyos tipusu fiiggvények
grafikonjai bizonyos koordindtarendszerekben, vagyis az x és y tengelyek bi-
zonyos "atskalazasa" utan kiegyesednek ("linearizaldédnak") amit egy isko-
lai vonalzéval, egyszeriien a képernyére (papirra) helyezéssel ellendrizhetiink.
Ez pedig a mdédszer célja: a vizsgalt osszefiiggés helyességét egyszertien el-
lenérizhetjiik (persze, a megfelelé papiron felrajzolva)!

A [HM15] dolgozathoz mellékelt programmal kiprébalhatjuk, hogy ked-
venc fiiggvénygrafikonjaink milyen alakiak a kiilonb6z6 koordinatarendszerek-
ben.

Az altalanos elmélet elott lassuk a legfontosabb alkalmazdst:
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2.1. Meérési adathalmazok kiértékelése

Fizikai, kémiai, gazdasagi, stb. Osszefiiggések, folyamatok tanulmanyozdsdnal,
modellezésénél a mért adathalmaz kiértékelése nem csak az adatok szoké-
sos Descartes-koordindtarendszerben torténé dbrézoldsat jelenti. Ugyanis a
vizsgalt Osszefiiggés a legritkdbb esetben linedris (egyenes, azaz y = mx + b
alaki). A kirajzol6dé girbe-gurba ponthalmazrél nehezen eldonthetd vagy
ellenérizhetd, hogy hatvény-, exponencidlis-, vagy esetleg (Gauss-féle) nor-
maélis eloszlds -e (1d. [LZ75], [W06], [W0T)):

1.0

0.8 -

0.4 -

0.2 *

0.0 -—s -

Normalis eloszlasi mérési adatok

)

Azonban, ha az y tengelyt ismét megnyujtjuk/zsugoritjuk (ennek miként-
jét a kovetkezd fejezetekben mutatjuk meg), a pottyok egyenesre illeszkedése,
vagyis az eredeti mérési eredmények normélis eloszlasa, egy vonalzéval konnyen
ellenorizheto:
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Normélis eloszlasi m%:%ési adatok a Gauss-papiron

(10)
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/Gauss-papir-1.140-szines.gif
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Ez részletesebben a kovetkezét jelenti. A fizikus/kémikus/biolégus/koz-
véleménykutat6/stb. a rengeteg mérés eredményét a tabldzatkezeld program
koordindtarendszerében dbrazolja (régen az — vagy a vagy a ([10)
papirok valamelyikén kézzel "bepottyozte"), majd "szemmel" és utdna vo-
nalzéval megnézi, hogy az adathalmaz egy egyenesre esik-e. Ha igen, akkor
a vizsgélt Osszefiiggés tipusdt (exponencidlis, logaritmikus, hatvany, stb.) az
alkalmazott koordindtarendszerbdl, és fébb paramétereit az egyenes adataibdl
(meredekség, tengelymetszet) meg tudja édllapitani.

A médszer részleteit adl fejezet alfejezeteiben ismertetjiik, gyakorlé fel-
adatokat [KE11] -ben taldlhatunk.

A [HM15] dolgozathoz mellékelt programmal megprébalhatjuk barmely
adathalmaz kiegyenesitését kiilonb6z6é koordindtarendszerekben, nem csak
szemi- vagy duplan logaritmikus, hanem még sok més koordindtarendszerben
is.

3. Az altalanos linearizalé mdédszer

Rogzitett tehat a sikon két, derékszogben metsz6 egyenes, neviik legyen z és
y , metszéspontjuk legyen O , az origé ("origin"="eredet").

1) A hagyoményos, "Descartes-féle" koordindtarendszerben a sik egy tet-
sz0leges P pontjanak Descartes-féle koordinatai (zp,yp) , ahol:

xp = a P pontnak az y tengelytdl (1) valé tdvolsdga, mds széval P -nek
O -t6l (!) az x tengely (!) mentén vett tavolsiga,

yp = a P pontnak az z tengelytdl (1) val6 tavolsdga, més széval P -nek
O -tdl () az y tengely (!) mentén vett tavolsaga.

Tehét a pont koordinatdi (= a tengelyekre irt szamok, "feliratok") meg-
egyeznek a geometriai tavolsdggal! Az aldbbi koordinata-transzforméciékban
a stk P pontjainak nem a fenti tdvolsdagok lesznek kézvetlendil a koordindtdi.

1. Jelolés. Az aldbbiakban x; ésy; jeloli a P pont geometriai ("igazi") tdvol-
sdgait a tengelyektol. Ezekben a tdvolsdgokban azonban az xy és yy felira-
tokat irjuk, és ezeket hivjuk a P pont koordindtainak.

Mas szavakkal, az (zy , yg) értéke az (x; , y) geometriai pontban (tdvolsdg-
ban) helyeziink el.

A konnyebb olvashatdsdag miatt néha csak t tavolsagot mondunk és irunk x;
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és y; helyett, és a ponthoz irt s szamot ("felirat") mondunk és irunk x; és
yyr helyett. U

A médositésok célja, hogy bizonyos y = h (z) fiiggvénykapcsolatok grafikon-
jai, mint geometriai ponthalmazok egyenesek ("linearisak") legyenek, vagyis
az y = h (z) fiiggvénygorbét "kiegyenesitsiik". A kapott egyenes paramétere-
inek (meredekség, tengelymetszet) konnyii leolvasdsa még azt is lehetdvé
teszi, hogy akar egy képlettel adott fiiggvény, akdr egy méréssorozast adatai
alapjdn a h fiiggvény bizonyos paramétereit is megkapjuk.

2) Ezutan rogzitsiink két, tetszbleges, szigorian monoton (akir novo,
akdr csokkend), lehetbleg az egész szdmegyenesen értelmezett és folytonos
fiiggvényt:

0, :R—R (11)

2. Megjegyzés. Altaldban Dom (@) és Dom (¢) # R , vagyis erre ("kikités")
is kell tigyelni mind az elméleti vizsgalatokban (leirdsban), mind a szamitogép
programozdsban. FEz azt jelenti hogy az ilyen esetekben a stk nem minden
pontjanak lesznek koordindtdi, vagy esetleg nem minden koordindta jelenik
meqg geometriai pontként a papiron.

Kozismert az alabbi tény (pl. [SzI01], [SzZM11]):

3. Allitas. Szigorian monoton fiigguények mindig invertalhatéak és inverziik
is szigordan monoton, sot ugyanolyan tipusi (nd vagy csokken). O

4. Definicié. A sik P pontjainak (¢,1)) -koordindtdinak az (v, yy) szdm-
part értjiik, ahol

rp=p " (x) és yr= O ()| (12)

a mddositott koordindtarendszert pedig roviden (¢, 1)) -koordindtarendszernek
(KR) nevezziik. [

Megjegyzés: A egyenldség igy is frhato:

prp) =2 & V(yr) = |- (13)

A egyenloséget ugy értelmezziik, hogy az x tengelyen az x; feliratot
x; = ¢ (vy) tdvolsagra frjuk fel, és az y tengelyen az y; feliratot y, = 1 (yy)
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tavolsagra irjuk fel. A egyenloség ennek megforditdsa: a tengelyeken az
origotol a; ill. y, tévolsdgokban az z; = ¢! (z,) ill. azy; = ¢! (y,) feliratok
taldlhat6ak. Amikor pedig egy dbrat rajzolunk vagy értelmeziink (néziink),
akkor csak az x 7, yy értékeket (feliratokat!) tekintjiik, hiszen ezeket olvassuk
(olvashatjuk) le a tengelyek skaldin!

Vagyis mi az

yr = h(zf) (14)

filggvény mddositott grafikonjat szeretnénk felrajzolni, a (i, 1) koordindta-
rendszerben!

A cikk hétralevd részében azt a kérdést boncolgatjuk, hogy kiilénbozé
(p,1) koordinatarendszerben mely h fliggvények grafionjai lesznek egyene-
sek. A kozépiskoldban tanult linedris fiigguénytranszformacick ("vizszintes és
fiiggbleges tologatasok, nyujtasok, zsugoritdsok, tiikrozések") mind egyenes-
tartdak, ezért az alabbiakban barmely ¥(x) fiiggvény helyett (vagyis o, 1, h, F,
®, ... barmelyike helyett) nyugodtan frhatjuk az

Y (z) :=a-9(bx+c)+d (15)

filggvényt is, tetszoleges a, b, c,d € R (rogzitett) valés szamokra.
Specidlisan, bdrmelyik alapi logaritmusfiiggvény a mi szempontunkbdl
ugyanigy viselkedik, hiszen tetszéleges u,v € R pozitiv (# 1) alapok esetén

log, (z) log, () , (16)

~ log, (v)

vagyis a = ,b=1,c=d=0 —ben.

1
log, (v)
Hasonléan: bdrmelyik alapi exponencidlis fiiggvényt is vehetjiik, hiszen
v® =u* ahol b= log, (v) (17)
vagy modern irasmoéddal:

exp, (z) = exp, (bx)

Egy y = h (x) fiiggvénykapcsolat grafikonja pontosan akkor lesz egy geo-
metriai egyenes, ha a pontokhoz tartozé x;,y; értékek kozotti kapcsolat
linedris:

y=m-x,+b, (18)
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azaz
Ulys) =m-p(xs) +0, (19)

vagy méasképpen
yp =~ (m- g (zp) +b) . (20)
A illetve feltételek teljesiilését most nem vizsgdljuk meg 4l-

taldnosan, hanem csak az egyes specidlis esetekben, az aldbbi alfejezetekben.

4. Az egyes koordinatarendszerek

Most péar specidlis esetet ismertetiink részletesebben. Megismételjiik, hogy
a [HM15] dolgozat melléklete egy olyan programot tartalmaz, amellyel bar-
milyen ¢ és 1 fiiggvényekre kiprébalhatjuk barmely h fiiggvény grafikonjat
vagy barmely adathalmaz &bréjat.

4.1. A Descartes koordinatarendszer

Ezt a rendszert mellesleg nem is R.Descartes taldlta fel ([SzI09]), bér két-
ségkiviil nagy hatdsa volt a részletek kidolgozdsdban és elterjesztésében.
A hagyomadnyos, "Descartes-féle" koordinatarendszerben

=1 =1d vagyis x;=x, 8 Y =1y|.

Tovabbd, tetszbleges rogzitett (nemnulla) ug, vy, ug, vy valés szamok esetén
az
21
Ye = v1 -y +vo =P (v1 - Yy + vo) (21)

koordindta-transzformécié (lényegében) megfelel a kozépiskoldkban tanitott
"linedris fiiggvénytranszformdciék" -nak felel meg: "vizszintes ill. fiig-
gbleges nytjtds, zsugoritds, eltolds, ..."

Kozismert, hogy ebben a koordinédtarendszerben, minden (nemnulla) uq, vy,
ug, Vg valos szdmokra is, kizérélag az

{ Ty =y T +ug =@ (u-xs+up)

y=h(x)=mx+b

alaku fiiggvények grafikonjai egyenesek (linedrisak), tovdbbd a rajzrél az m
és b prarméterek konnyen leolvashatok.

Az [SzI05] interaktiv honlap 15. fejezetében taldlhaté programjdval uq, vy,
ug, Vg értéke tetszolegesen viltoztathato és a kapott rajz tanulményozhato.
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4.2. A legegyszeriibb eset

Ha csak egyetlen
y=F(x) (22)

filggvényt szeretnénk "kiegyenesiteni" (vagyis h = F’), akkor az x tengelyen
maradjon a hagyoményos, "ekvidisztans" skdla (vagyis z; = x; , azaz ¢ (x) =
T), és az y tengelyen pedig az s szdmot ("feliratot") a t = F~! (s) tdvolsdgra
frjuk (F~! természetesen az F fiiggvény inverze). Vagyis a képletben

p=1id, ¢=F", (23)

részletesebben:

m=p) =z & y=1vy)=F"1(y)l, (24)

ami dsszhangban van (22)-el, hiszen
rp=x és yr=F(y) .

5. Tétel. A transzformdcio esetén pontosan csak (kizardlag) az F fiigg-
vénynek és linedris fiigguénytranszformdcioinak, vagyis az

yr=F(m-x;+0) (25)

alaki fiigguények grafikonjai lesznek egyenesek.

Megforditva: ha a koordindtarendszerben az dbrdzolt fligguvény (mérési
adathalmaz) egyenes, és egyenlete

w=m-x+b, (26)

akkor az eredeti fiigguény alaki.

(m és b az egyenes meredeksége és tengelymetszete.)

Bizonyitas. Ekkor ugyanis a és osszefiiggések alapjan a (1Y)

linearizalod feltétel a kovetkezd format olti:
F~' (yg) =m-ap+b

vagyis valéban
yf:F(mxf+b) .
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Megforditva, , vagyis y; = m - x; + b esetén valéban
yr=F(y)=F(m-z,+b)=F(m-x;+0b) .

[

A transzforméciénak specidlis esete a szemilogaritmikus "papir" az
F(z) = ¢~ (z) = ¢® vagyis ¢ (z) = log, (z) valasztassal, tovabba a Gauss
papir az F (z) = ® (z) = ¢ (2) azaz ¢ (z) = &' (2) valasztdssal, ahol &
a normalis eloszlds eloszlasfiiggvénye (14sd vagy [WO06]), melyeket a 4.4}
illetve [4.6] alfejezetekben ismertetiink.

4.3. A masik legegyszeriibb eset

A transzformacié most: ¢ tetszoéleges és 1) = id :

=@ (xr) & yi=vyy|, (27)

azaz

zp=p t(z) s yp=uyl. (28)

Ezt a koordindtarendszert példdul a abrén, vagy a [HMI5] szakdolgo-
zat programja segitségével tanulmanyozhatjuk, egy fontos specidlis esete a
lognormalis koordindtarendszer, amit a [4.4.2] alfejezetben ismertetiink.

6. Tétel. A koordindtarendszerben pontosan az

h(z)=m-¢(z)+0b (29)

alaki fiigguények grafikonjai lesznek egyenesek.

Felhivjuk a figyelmet, hogy az el6zo alfejezet transzformécidja utdn
a kiegyenesed6 fiiggvények —ben lefrt képletei hasonlbak a képletben
bemutatott fiiggvényekhez, de nem teljesen azonosak!

Bizonyitas. Konnyen ldthato, hogy a azaz (28)) tsszefiiggések esetén
az

Yyy=m-x;+0b
és
yr=m-p(x)+b=m-x;+b=nh(zy)

egyenletek ekvivalensek (azonosak). m

18



4.4. A félig logaritmikus koordinatarendszerek

A . Allit4s szerint teljesen mindegy, milyen alapi logaritmust hasznalunk.

Vigyazzunk: ha csak az egyik koordindtatengely logaritmikus, akkor
maris két valasztési lehetdségiink van: melyik ez a tengely? (A teljes loga-
ritmikus skaldt az képen taldljuk.)

A szemilogaritmikus papiron, a képen a vizszintes (z) tengely loga-
ritmikus, ezért ezt a koordinatarendszert loglinedris (x=log, y=lin) rend-
szernek nevezzitk. A (7)) dbrdn az x tengely egyenletes (ekvidisztans), és az
y tengely logaritmikus, ezt a rendszert pedig egyszeriien csak logaritmikus
koordinatarendszernek nevezik!

Tehat, ha véletleniil papiron dolgozunk és a boltban csak a (2) szemi-
logaritmikus (azaz loglinedris) papir kaphaté, akkor hogyan cseréljiik meg a
két tengelyt, vagyis hogyan forgassuk a ([2)) papirt, hogy logaritmikus rendszer
legyen el6ttiink az asztalon? Fel kell cserélniink az x és y tengelyeket, ezzel a
problémaval fiigguények inverzének felrajzoldsakor is taldlkozunk, megolddst
példaul [SzI04]-ben is taldlhatunk.

Sajnos ez csak gy megy, hogy a papir hdtoldaldt kell magunk felé fordi-
tanunk, majd a papirt el kell forgatnunk 90° -kal:
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4.4.1. A szemilogaritmikus koordindtarendszer

A szemilogaritmikus ("szemi"="félig") rendszerben, amit réviden csak
logaritmikus koordinatarendszernek hivnak, a fiiggetlen vdltozé () tenge-
lyén egyenletes (id), a fiiggd vdltozé (y) tengelyén logaritmikus beosztast
készitiink. A rajzon ¢ = id és 1 = log, , vagyis x; = x¢ de v, = log, (yy)
vagyis yr = 2¥, a abran pedig y; = 10%.

A ([7) rajzon lathato, hogy (egyediil) a h () = 27 fiiggvény abréja egyenes.
Altalsdban pedig, ha az y tengelyen log, beosztast készitiink, vagyis ¢ és 1) a
osszefiiggés szerinti, akkor pontosan a c - a* fiiggvények képei lesznek
egyenesek.

A alfejezet képletével ez teljesen 6sszhangban van, mert most
F(z)=h(z)=a* é =F'l=log,,p=1id.

Az [l Tétel alapjan mar mindent tudunk, de a gyakorlati felhasznédlasok
miatt vizsgdljuk meg ezt az esetet kicsit kozelebbrol.

7. Tétel. Tetszbleges X € R wvalds és a,c,d € R (a # 1) pozitiv szamok
esetén a

=) =1 & yo=1(ys) =log, (ys) (31)
koordindta-transzformdcio utdn minden
h(z)=d-c* (32)

alaki (exponencidlis) figgvény grafikonja egyenes (geometriailag).
Bizonyitas. A képlet az abrazolaskor azt jelenti, hogy
yp=h(as) =d- 7, (33)
mindkét oldal log, értékét véve kapjuk:

log, (ys) = log, (d-c)
= A xzy-log, (c) + log, (d) (34)
vagyis alapjan valéban
Y =mx; +b . (35)
]
A fenti szamolds csak azt igazolja, hogy a alaki exponencidlis fiigg-
vények képei kiegyenesednek, de lehet-e mds fiiggvény képe is egyenes? Az

aldbbi szdamolds ezt is igazolja, s6t m és b ismeretében még a d,c és A
paraméterek értékét is meghatdrozhatjuk.
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8. Allitas. Ha egy h (x) fiigguény grafikonja a log, logaritmikus koordindta-
rendszerben egyenes, akkor a h(x) figgvény csak @ alaki lehet, sot

d=a’, c=a™ és A=1, (36)
vagy masképpen
m
d=a" és A= 37
©e log, (c) (37)

ahol a ¢ > 0 alapot tetszblegesen vdlaszthatjuk, a9 Megjegyzés miaitt.

Bizonyitas. A osszefiiggés alapjan most log, (y) = m-xs+0b vagyis
valéban y; = ™%t = ¢% .d aholc=amésd=a’ , A=1. m

A és képletek osszhangban vannak a és képletekkel.

A lényeg az, hogy az egyenes dbrardl leolvasott m és b értékeibdl a d és
A paraméterek meghatarozhatok, a (36) vagy képletek segitségével, és
a fenti két tétel szerint kizdrdlag csak a d - M alaki fiiggvények grafikonjai
lesznek egyenesek a (szemi)logaritmikus koordinatarendszerben.

A kozépiskoldbdl jol ismert a kovetkezd Osszefiiggés:

9. Megjegyzés. A c alap elbzetes megvdlasztasa lényegtelen, mert tetszbleges
c1, o alapok és A € R kitevo esetén

(1) = ()

ahol
Ay = log,, (c1) .

A képletben szerepl6 koordindta-transzforméciét szemilogaritmikus
transzforméciénak nevezziik, és megkiilonboztetésiil (¢g,1g) jellel jelsljiik.

A szemilogaritmikus rendszer és a fenti Allitds specidlis esete a [3] fe-
jezetben targyalt dltaldnos osszefiiggésnek.

4.4.2. A loglineéaris koordinatarendszer

Ezt a koordindtarendszert példdul a abrén, vagy a [HMI5|] szakdolgo-
zat programja vagy [KE11] feladatainak segitségével tanulményozhatjuk. A
transzformécié most

p=log, é P=id,

részletesebben:

@ =log, (x;) & g =yl (38)
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10. Tétel. A (@) transzformdcio esetén pontosan a

h(z)=d-log.(x)+4 (39)

vagy mdsképpen irva:

‘h(x) = log,. (md . fy) ‘

alaki fiigguények képei lesznek egyenesek (ahol 6 = log, () vagyis v = °).
Megforditva: ha egy h (x) fligguény grafikonja egyenes a loglinedris koordinata-
rendszerben, tehdt

Y =maxy + b (40)
alaki, akkor h(x) csak (39) alaku lehet, ahol példdul
m
= 6s 0=0 41
log, (@) e

és c tetszoleges (ldsd még a|11) Allitdst is).

Bizonyitas. A és Osszefiiggések alapjan

log, (zy)

log, (c) 0~

ye = Y(yy) =ys=d-log.(zs)+d=d

= d xt+5:mxt+b
log, (c)

Megforditva, a Oszefiiggés teljesiilése esetén hasznaljuk a és
képleteket, ami szerint ¢ (2) = 1 (2) = 2z minden z € R valés szdmra, és
fgy

m
log, (a)

Ez megegyezik a képlettel, vagyis val6ban igaz. m
A és képletekben ¢ valéban barmi lehet, hiszen kozépiskolabdl

jOl ismert:

yr=m-p(xs) +b=m-log, (xs) +b= -log, (zf) + 0.

11. Allitas. Bdarmely d, € R, ¢1,¢; € R\ {1} walds szamokhoz taldlhaté
olyan dy € R wvalds szam, amelyre

dl : logq (.T) - d2 : lOgCQ (l’) (42)
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minden x € RY szdmra teljestil.

Tovdbbd .
log, (¢) = g, (a) (43)
tetszbleges a,c € RT\ {1} szdamokra.
Bizonyitas. Az éltaldnos
log, ()
g, () = oot (44)
Osszefiiggés alapjan
log,,, () d
dy -log, (r)=d; - —= = -log,. (x
1 g 1 ( ) 1 10g62 (C]_) 10g02 (Cl) g 2 ( )
vagyis
dy
dy = ——
2 log,., (c1)
tovdbbd log. (0 .
og. (c
1 = = .
%) = log, ()~ log, (0
[

A most tanulmanyozott szemilogaritmikus és loglinedris koordinatarend-
szereket tsszehasonlitva észrevehetjiik, hogy a kiegyenesitett fiiggvények (exp
és log) egymds inverzei, ezt mar a alfejezetben megjésoltuk

4.5. A log-log koordinatarendszer

A kettds logaritmikus- (vagy roviden csak log-log-) koordinédtarendszerben
mindkét tengelyen logaritmikus beosztast készitiink (nem feltétleniil azonos
alappal). A kereskedelemben kaphaté kettds logaritmikus papirt a
abran lathatjuk. A (8] abrén pedig az x , 22, 222 és \/x fiiggvények grafikon-
jait ebben a koordindtarendszerben, mely dbrat a [HM15] szakdolgozat prog-
ramjdval készitettiink.

12. Tétel. Tetszbleges a,b € Rt , a # 1, b # 1 pozitiv és m € R wvalds
szdmok esetén a

v =g (xy) =log, (xr) és ye =1 (yy) = logy (yy) (45)
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koordindta-transzformdacid utdn pontosan (kizdrélag) az

y=h(x)=d-x7 (46)

alaki (hatvany) figgvények (0 < d, x) grafikonjai eqyenesek (geometriailag),
vagyis

Yy=m-x;+b .
Ervényes tovibbd:
m =1 -log,(a) és b=log,(d)-log,(a) (47)
vagy mdsképpen:
y = 1OgT<a> és d=1 (48)

Megjegyzés: a v kitevo tetszoleges valds széam lehet, nem csak egész szam.

Bizonyitas. A egyenl6ség mindkét oldaldnak log, -at vessziik:
log, (yy) = log, (d-a}) = 7 -log, (xy) +log, (d) ,

majd a és

_ log, (vr) _ Y
log,, (a) log,, (a)

Osszefiiggések alapjan kapjuk, hogy

log, (yy)

Yt
log, (a)

:7'$t+10ga(d) )

vagyis
Yt =M - Ty + b ;

ahonnan és mér leolvashato:

b

B log, (@) =b-log, (b) = log, (bb)

log, (d)

tehat valéban d = b°. ]

A fenti koordindta-transzformaciét logaritmikus transzformaciénak nevez-
ziik, és (¢, ) jellel jelsljiik.
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4.6. A normadlis eloszlas

A legtobb termeészeti (fizikai, kémiai, vagy akdr kozgazdasagi) jelenség mennyi-
sége normalis eloszlast "kovet" (errdl részletesebben barmely Valdszintiség-
szamitds-Statisztika kdnyvben, tantdrgyban olvashatunk, pl. [LZ75], vagy a
[W06], [WOT7] honlapokon). A normaélis eloszlasti mennyiségek eloszlasfiigg-
vénye (= a mérések kumulativ [kezdetektdl a jelen pillanatig] dsszegezése) a
kovetkezo képlettel irhato le:

Fus ()= ()

o

ahol m a mérés atlaga, és o a szérdsa, és

g 1 [ e 1
® (z) ;d:f\/—Q_ﬂ/ezdt:\/—Q_ﬂ/exp(Tﬁ)dt. (49)

A @ (x) fiiggvényt sokszor " (Gauss-féle) hibafiigguénynek" is nevezik, és erf (x)
-el jelolik. A ([9) dbrdn a mérési eredmények is kdzelitdleg a ® fiiggvény szerint
helyezkednek el, pontosabb grafikonokat latunk [WOT7] -ben a Cumulative dis-
tribution function) (kumulativ eloszlésfiiggvény) cimszénél.

A gyakorlatban nagyon fontos egy jelenségrél mérésekkel eldonteni, hogy
tényleg normalis eloszlast kovet-e egydltaldban! Ha igen, akkor mekkorak a z
m és o paraméterek? Mint a @ és dbrdkon szemléltettiik: "mindossze"
csak az y tengelyt kell "megfeleléen" megnyijtanunk (vagy zsugoritanunk).
Hogyan?

Tudomésom szerint a tdblazatkezelé programok (Excel, Libre Office) nem
rendelkeznek Normalis eloszlds koordinatarendszerrel, azonban [HM15] prog-
ramja igen!

Mint a alfejezet [5| Tételében beldttuk: mindossze a transzfor-

méciét kell alkalmaznunk. Mivel az F' fiiggvény most ® , ezért most a
kovetkezot jelenti:

=@ (xg)=x5 € y=1(y) =2 " (yr)|- (50)

Természetesen az [5| Tétel képleteiben F' helyett & , a b paraméter helyett
pedig o -t kell irnunk, m marad m .

A kapott rendszert normalis- vagy Gauss- koordinatarendszernek
nevezik, és (¢py, ¥ y) jellel jeloljik. A dbrédn a régen kaphaté "Gauss-
papir" -ra rajzoltuk mérési eredményeinket (forras: [LZT5]).
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A normalis koordindtarendszer elkészitéséhez mar csak a ® (x) fiiggvény
inverzét kellene kiszdmolnunk (vagy haszndljuk a [HM15] programot).

Azonban, Liouville tétele szerint: ® (z) -re nincs képlet, a szokdsos fiigg-
vényekkel. Liouville tételét megtaldlhatjuk példdul [SzZMI1] 126. oldalén.

Emiatt ® (z) értékeit tdbldazatbol szoktdk kikeresni, a tabldzat (szinte)
minden Valdszintiségszamitas konyvben megtalalhatd, vagy 1d. [SzI10]. Példdul
az s = 0.999 felirat koriilbeliil t = &1 (0.999) ~ 3.9 egységre (pl. centiméter)
lesz tévol az = tengelytdl. Az x és y tengely metszéspontjdba (régen: "origd")
az s = 0.5 felirat lesz, mert t = &1 (%) = 0 egység. Liouville tétele miatt
nincs képlet ® inverzére sem, a ®~! fiiggvényre sem, tehst egyik médszer a
tdblazat alapjdn kikeressiik (pontosabban: "visszakeressiik") az s = 0.01 , ...

s = 0.99 értékeket, ... .

Mivel a legtobb tablazat csak koriilbeliil a 0 < x < 4 szdmokat tartal-
mazza, sziikségiink van a @ (z) fiiggény legfontosabb tulajdonsagaira (példaul
[W08], [W07]):

13. Tétel. Dom () =R, 0 < ®(z) < 1, szigorian monoton névod,
folytonos, xEmOOCD (r)=0¢és lim ®(z)=

T—-+00

1.

~—

Ezenktviil még (® specialitdsai): @ (0) = 3 és @ grafikonja kézéppontosan
szimmetrikus a (O, %) pontra, vagyis

P(—x)=1—®(x) . (51)

Az (51) osszefiiggés miatt az y tengely skdldzdsa az = tengely "alatt"
hasonlit az = tengely "folotti" rész skdldzasdhoz, példaul az s = 0.001 felirat
koriilbeliil £ = @1 (0.001) ~ —3.9 egységre (pl. centiméter) lesz.

A tablazat nincs mindig nélunk, a szémolégépen sincs ilyen gomb. Létezik
azonban egy masik moédszer, sajnos kevésbé ismert, pedig nagyon hasznos és
modern. Az [RA97] cikkben a kivetkezdt olvashatjuk:

—_

y==>o(x)~ =+ % - tanh (0.8x) (52)

[\]

ahol tanh (z) a "tangens hiperbolikusz" fiiggvény, tébbféle jelolése van:
tanh (z) = tanhyp (z) = th(z) , és képlete:

tanh (2) = ZZ—T——E_Z (z eR). (53)

27



A hiperbolikus fiiggvények és inverzeik egy rovid ismertetdje megtaldlhato
példaul [SzI03]-ban, tobbek kozott:

—1<tanh(z) <+1 (z€R) (54)

és

tanh ™' (v) = Arth (v) = %ln <1 i— z> (-l <v<+1) (55)

hiszen tanh™' (=tanh inerze) szokdsos neve "area tangens hiperbolikusz".

Az és egyenldségekbol

r = & (y = % ~tanh™' (2y — 1) (56)
51 . (1+(2y—1)
- (o) o
) Yy
= 3 In (H) (—l<y<+1) (58)

vagyis a Gauss- azaz Normdlis koordinatarendszerben az y tengelyre az s
feliratot

t:@_l(s)zg~ln(1is> (-1 <s<+1) (59)

tdvolsdgra kell helyezniink!
Ez a képlet van "beépitve" a [HM15] programba is, tehat a nekiink (a

felhaszndléknak) nem kell tanh fiiggvénnyel és az (52))-(59) képletekkel baj-
l6dnunk!

4.7. A reciprok koordindtarendszer

Most a reciprok skalat hasznéljuk:

xt:wxf):% és yt:wyf):;—f. (60)
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Hiperbolikus rendszernek is nevezhetjiik, mert ekkor a (bizonyos)

h(x)= g;”is hiperboldk grafikonjai lesznek egyenes-darabok:

e

A reciprok koordinatarendszer

(61)
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/reciprok-skala-160.gif

Vigyazat: a koordindtatengelyek beosztdsa most monoton csékkend, de
a legfurcsdbb az, hogy a tengelyeken a 0 "= é" szam helyett "oo" szerepel,
vagyis a tengelyekre nemlétez6 pontokat rajzoltunk! Szemléletesen ezt ugy is
mondhatndnk, hogy a stkot "kiforditottuk": az origé "elrepiilt" a végtelenbe,
és a végtelen tavoli pontok jottek be a koordindtatengelyekre, az origéba
pedig az (00,00) pont, vagyis akinek mindkét koordindtdja oo volt, azaz a 0
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helyet cserélt a oo -el.

A siknegyedek és az eléjelek megmaradnak, mint a szokdsos koordinéta-
rendszernél, de a tengelyeken levd pontok koordindtdi nem valés szémok
(mert & értelmezhetetlen).

Az Olvasénak elkészitettiink egy reciprok skdlat, mert az interneten
nem talaltunk:

100 50 10

1
Jvi 54 3 2 ‘ 09 08 0.7 0.6 0.5 s 0.4
T T 11 1 0 S TSR AN A ey Ry oes Xy pny Ry e e

0.35
Lt

A reciprok skila

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/Recipr-skalaljav.gif

Ha két (iskolai) vonalzéra a szokdsos mm -beosztds helyett a most vizsgalt
reciprok skdldkat rajzoljuk, akkor a kapott, logarléchez ((6]), [W02]) hasonls
eszkozt kapunk, amellyel az

egyenletben szereplé szamokat tudjuk pillanatok alatt meghatdrozni. Errol
részletesebben [SzI06] -ben olvashatunk.

14. Tétel. A (60) transzformdcid esetén pontosan a

hz) = cr+d (62)
h(:c):%+xf7 (63)

hiperboldk grafikonjai lesznek egyenes-darabok, amennyiben

ay+cB=0].

Tovdbba: ha egy h(z) figguény grafikonja v, = may + b alakd, akkor a h
fiigguény (69) képletében

a=v, c=m és d=b. (64)


http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/Recipr-skala1jav.gif

A felrajzolt "koordinatatengelyek" valéjaban nemlétez6 pontokat "jelol-
nek", ezért a kapott egyenes valgjadban hiarom darabbdl all, mint ezt a
dbrén lathatjuk. Erre utaltunk a fenti tétel "egyenes-darabok" kifejezésével.

15. Megjegyzés. A fenti (@ és @ képletek konnyen eqymdasba alakithatok
(még dltaldnosabban is):

ar+b  Y(er+d)—2-d+b a b-%-d a =
— :_+—:_+—d7
cx+d cx+d c cr+d c x+¢
b—2-d d —ad
vagyis = —— ésvy=—, szeseténﬁ:—Z.
c c c
Megforditva:
@, B alzx+7) cf ax+(ay+cB)
c 47 clz+7y) clz+7) cx + ¢y ’
vagyis b=ay+cB és d=cy. U
. ,i . (L'L‘f
B tas. H = , akk
izonyitas. Ha y; p—— akkor
u
e — 4
v (C a:t+ ) veu + vdxy
Y = — = U = , azaz
Yy a- — au
Ty
ve  wvd
Y= —+ — Ty,
a au
) o vd ve
ami valéban y; = ma; + b alaki (és m = — | b= —).
ua a
Megforditva: ha vy, = mx; + b , akkor
v v v (o axys

yf:;:mxt—kb:m_ﬂ_l_b:mu%—bxf_cxf—i-d’
Xy

ahonnan mar 14thata. ]

4.8. Altalanos 8sszefiiggések

Természetesen az = és y tengelyek transzformdacioi (¢ és 1)) Osszefiiggenek,
sot barmelyikkel helyettesithetjiik a masikat, vagy mdédosithatjuk a mésik
hatdsat.

31



Ez a fejezet elsdsorban elméletileg fontos, mérnokok és érdeklodok nyu-
godtan atugorhatjik. Emlékeztetiink ré, hogy a (¢, 1) -"koordinatarend-
szer" (KR) elnevezés azt roviditi, hogy ¢ az = tengelyen van (¢ (z) = x;) és
¥ az y tengelyen (¥ (yr) = y), ldsd (13). A tételeket most nem bizonyitjuk.

16. Tétel. Ha a (p,1) -koordindtarendszerben a h (x) fiigguények egyenesed-
nek ki (linearizdléd(nak)), akkor a (1, p) -koordindtarendszerben a h™! ()

faggvénye . O

17. Megjegyzés. A fenti tételt roviden gy is mondhatjuk, hogy "a tenge-
lyeken ¢ -t és 1 felcserélve a linearizdlodo h fiigguények invertdlédnak”.

A tétel specidlis esetét a[{.4.1. és[4.4.3 alfejezetekben mdr tapasztal-
tuk, hiszen a logaritmikus fiigguények pontosan az exponencidlis fligguények
specidlis esetei. A @) és (@) koordindtarendszereket is a papir meg-
forditasaval kaptuk, és fiigguények inverzeinek grafikonjait szintén a papir
megforditdsdval "dallithatjuk elo” (Id. pl. [SzI04), [SzM11])! Vagyis nincs mit
csodalkoznunk (?bebizonyitottuk a tételt?).

A8 és[{.] alfejezetekben, valamint a[f.9. fejezet alfejezeteiben ¢ = 1
(azaz ¢ (z) = a-Y (bz+c) +d). Az ilyen koordindtarendszerekben (a jézan
ész szerint) a kiegyenesedd fiigguények halmaza nem vdltozhat meg. Ez igy
is van, de ez nem azt jelenti, hogy mindegyik h fliggvény inverze sajitmaga,
hanem csak azt, hogy mindegyik h € H figgvény inverze is a H halmazban
van (ldsd az[1]. ldbjegyzetet). O

18. Tétel. Az (id,)) és a (¢_1,id) koordindtarendszerekben ugyanazok a
fiiggvények linearizdlodnak.

(Emlékeztetink, hogy id az "y = x" fiiggvénzﬂ), vagyis a fenti két KR-ben
xy =z, dletve yy =y, .) O

A fenti osszefiiggést gondoljuk at ad.4],[4.6] és[d.9 alfejezetekben megvizs-
galt koordinatarendszerek esetében!

1) Pontosabban: Ha a (¢,) KR-ben a H fiiggvényhalmaz h € H elemei egyenesednek
ki, akkor a (¢, ) KR-ben a H~!:= {lf1 :he H} fiiggvényhalmaz elemei.
2) identitas, azonossag vagy helybenhagyas fiiggvény
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4.9. Tovabbi koordinatarendszerek

A tovdbbiakban csak felsorolunk néhany tovabbi lehetséges koordindtarendszert:
tetszOleges szigorian monoton, lehetbleg folytonos ¢ és v fiiggvényt, és csak
vazoljuk a kiegyenesithett fiiggvényeket. A [4.2] és alfejezetekben tér-
gyalt esetekkel (vagyis amikor csak az egyik tengelyt mddositjuk) most nem
foglalkozunk.

Viérjuk az Olvasék tovdbbi javaslatait, otleteit, tapasztalatait.

4.9.1. Exponencidlis skilak

Legyen most

Ty = (rp) =c" &y =1 (yf) = d¥ (65)

vagy megforditva:

xp = " (z) =log, () és yr=1""(y) =logy(y) -

A a alapi exponencidlis fiiggvényekre szokds az exp, jelet is haszndlni, tehat
most ¢ = exp, és ¢ = exp, . A osszefiiggés alapjén ekkor

yr=h(zg) =07 (m- @ (xs) +b) =log, (m-c™ +b) ,

vagyis pontosan az

y=h(z)=1log,(m-c*+Db) (66)

alaku fiiggvények grafikonjai lesznek egyenesek. Példaul az y = log, (% -3+ 4)
fiiggvény eredeti ("szokdsos"), Descartes-koordindtarendszerbeli képe: A b =
0 specidlis esetben a fenti képlet egyszeriibbé valik:

y:hspec(x):logd(m)+x'logcxzﬁ+ﬂ'x-

4.9.2. Hatvanyfiiggvény skalak

Legyen most

m=p(x) = ()" &y =1 (yp) = (yy)" (67)
vagy megforditva:
wp=¢ (@) = es oy =0 (w) = Vo -
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ahol ¢,d € R\ {0} tetszleges nemnulla (akdr negativ, akir pozitiv rogzitett
szam).

Mivel kiilonb6z6 (1 -nél nagyobb vagy kisebb abszolit értékil, negativ
vagy pozitiv) ¢ és d kitevbkre ez a transzformécié nagyon viltozatos dbrakat
mutat, ezért javasoljuk az Olvasénak, hogy "jatszadozzon" kicsit a [HMI5]
programmal.

A ¢ = d = —1 specialis eset a reciprok skdla, melyet a 4.7l alfejeztetben
vizsgdltunk meg részletesen.

A [SzKVO01], [SzKV02], [SzKV03] kutatédsi kozleményben pedig a (tér-
beli) c = d = e = % specidlis esetet hasznaltuk: ekkor sikokbdl gomboket
"vardzsolt" a transzforma&cio.

Milyen h fiiggvények grafikonjai lesznek egyenesek a @ koordindata-

rendszerben? Haszndljuk megint a képletet:
yp =0 (me g (ap) +0) = {fm- (27)" +b

y=h(z)=~vm-x°+b|.

vagyis

Specidlisan: d =c =2 és m < 0 < b esetén az
y* —ma®=b

ellipszisek (m = —1 esetén korok), 0 < m esetén pedig hiperboldk képei
egyenesednek ki a @ transzformdcié utdn.
"Megforditva" pedig: az

yr="L(zy) =mxp+0b,

1 .
5, vagyis

eredetileg linedris (egyenes) grafikoni fiiggvények képei a d = ¢ = 3
az (1;)° = x; és (y,)? = yy transzformaci6 utan valnak ellipszisekké (korokke)
illetve hiperboldkkd. Az [SzKVO01], [SzZKV02], [SzKV03] miivekben szép tér-

beli dbrakat lathatunk.

4.9.3. Arkusztangens skalak
Most

zy = (vy) = arctg(u-xy) &y, = (yr) = arctg (v - yy) (68)
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vagy megforditva:

tg (i)

D) gy = gy = 2

zp = ' (z) =

ahol az arctg fiiggvény a tg (tangens) fiiggvény inverze.
Sok mds nyelven és a szamitdstechnikdban haszndlatosak még az atan,
arctan, tan™!, stb. jelolések is.

A képlet szerint:

tg (m - arctg (uxy) +b)

g =07 (m () +b) = ! ,

vagyis a

tg (m - arctg (uz) + b)

h(z) =

(%

alakt fiiggvények képei lesznek egyenesek a koordindtarendszerekben.

4.9.4. Tangens hiperbolikusz skaldk

Minden trigonomterikus fiiggvénynek van hiperbolikus megfeleléje, melyeket
valéban a Bolyai Janos éltal felfedezett hiperbolikus geometridban hasznal-
nak. Erdemes Bolyai Janos miivébe belekukkantanunk: [BJ1832] a hyp fiigg-
vényeket is megtalédljuk benne.

Szerencsére a hiperbolikus fiiggvényeket a (szokdsos) Descartes-koordinata-
rendszerben is tanulmédnyozhatjuk: "sima" R — R fiiggvények, a képleteket,
tulajdonsdgokat, dbrakat megtalalhatjuk pl. [SzI03]-ban.

Legyen most

xe = ¢ (2y) = tanh (u-xy) &y =1 (ys) = tanh (v-yy) (69)

vagy megforditva:

_ Arth (zy) _ Arth (y
wfzwl(xt):—( 2 cS yf:@Ul(yt):—(t)-
u v
[SzI03] alapjan
et —e "
tanh (z) = ——
anh () prampur (70)
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és inverze

tanh ™' (2) = Arth (z) = %ln <1 i_ i) (—l<x<+1) (71)

Vigydzat: tanh képletében = € R | de 1 < tanh (z) < +1 miatt Arth
fenti képletében sziikséges az —1 < v < +1 kikotés!

Sok mds nyelven és a szamitdstechnikdban haszndlatosak még a tgh,
tghyp, tanhyp, atanhyp, Areatg (nem arctg!), Artan, stb. jelolések is.

A képlet szerint pontosan az

Arth (m - tanh (u - xf) + b)
v

yr =19 (m-p(z) +b) =

vagyis az

_ Arth(m - tanh (u - z5) 4+ b)

y=h(x) . (72)

alaku fiiggvények grafikonjai lesznek a transzformédcié utdn egyenesek.
A fenti formula a és képletek segitségével kivansdgra "vissza-
frhatok" az e* és In (z) fiiggvényekre.

4.9.5. Lognormalis skaldk

A [4.6] alfejezethez hasonléan most legyen

gp=0(nx) =¢ ()= & yr=(ny)=v"" (u) , (73)

azaz

v =) =z 6s oy =TT W) =g (yp)]. (74)

A ¢ és 1) fiiggvényeket irhatjuk a kénnyebben olvashaté

o (xg) =exp (7 (z5)) és P (ys) =exp (D" (z))

formédban is (exp (z) = €?).

Az — Osszefiiggések alapjan

08 _ ,.—08
1 1 z,°—ux

xf:‘ﬂ_l(fﬁt)z—‘i‘—' yfzw’l(yt)z

L Ot
2 2 08408 2

e O}
2 ?J?'S‘i‘ytos
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2 5/8 ” 5/8
Itzw(fﬂf)z( ) : ytZ@D(yf)z( ) (=1 <wmpyr <+1),
(75)

wo(Tn( ) - ()" 0

A lognormadlis eloszlasok alkalmazésairél példaul [MBO00] és [MBSPO5)]
-ben olvashatunk.
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