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Legyenek a, b, c, d egész szamok, tovabba legyen

B 5 3 2

Bizonyitandd, hogy ha a + b 4+ ¢ + d oszthaté 2-vel, 3-mal, 5-tel és 2017-tel,
akkor £ /2017 egész szam.



ElsO bizonyitas. Hosszas, aprélékos szamoldssal ellenérizhetjiik, hogy

+P++d> P+ +AS+d a®+ b2+ 4 d
_ . )
5 3 2
= 6(a®+ 0>+ +d°) =5 (a>+ b+ +d°) (a® + %+ + d?)
= (a+b+c+d)(a*+b*+c*+d* — 6abed — P - 4Q + 2R)

30E = 30(

ahol



P = a3b+a3c+a3d+ abd + ac® + ad®
+b3¢ + b3d + b3 + bd® + 3d + cd?
Q = a’b? + a°c® + a?d? + b°c? + b2d? + cd?
R = abc?® + ab’c + a’be + abd? + ab’d + a®bd
+acd? + ac’d + a’cd + bed? + be*d + bied

Mivel 2 -3 -5 = 30 és 2017 prim, ezért

a+b+c+d
30 - 2017
egész szam, amibdl mar latszik a bizonyitandé allitas.




Masodik bizonyitds. El6szér megmutatjuk, hogy E egész szam, azaz 30F olyan
egész szam, mely oszthaté 2-vel, 3-mal és 5-tel.

30E=6(a®+b°+c+d°) —5(a® + 6%+ 3+ d°) (a® + b7 + 2 + d?)
Lathatd, hogy 30F egész szam. Mivel a + b + ¢ + d oszthaté 2-vel, ezért
a, b, c,d kdozott pdros sok pdratlan szam van, igy az,bz,cz,d2 kozott is, tehat
a? + b2 + ¢ + d? paros, és igy 30F is pdros szam. Mivel 5 prim, ezért a kis
Fermat-tétel szerint

(a®+b°+c+d°) —(a+b+c+d)
oszthatd 5-tel, tehdat 30F is 5-tel oszthaté szam. Hasonléképpen a kis Fermat-
tétel szerint

(@P+’+E+d) —(a+b+c+d)



oszthatd 3-mal, tehat 30F is 3-mal oszthatd.

Megkaptuk tehat, hogy E egész, ezért a tovabbiakban csak azt kell kimutat-
nunk, hogy oszthaté 2017-tel. Mivel 2017 prim, ezért elegendd a 2017-elemii
véges szamtestben szamolnunk; itt azt kell megmutatnunk, kogy EE = 0. Lévén
az a = b = c = d eset trividlis, szimmetria alapjan az dltaldnossdg korla-
tozasa nélkiil feltehetjiik, hogy d # 0. Lévén E alakja egy homogén otodfokd,
négyhatdrozatlani polinom, az dltalanossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy
d= —2. Mivel a+b+ c+ d = 0, ezért az altaldnossag korlatozasa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy a véges testbdl vett valamely x és y elemekre fenndll a = 1 — x,



b=1—vy, c=x+ y. Marmost
(1-2)°+(1—y)°+(z+y)° +(-2)°
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—(:1:2—:c—|—y2—y—|—x2y—|—:1:y2—2)
-(mz—:c—l—y2—y—|—xy—|—3)
:I:4—2:1:3—|—2:1:2—:1:—|—y4—2y3—|—2y2—y
—|—:1:4y—|—xy4—|—2:1:3y2—|—2:1:2y3—6

_ b 3 4.2 4 3 4.2
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= 0



Harmadik bizonyitas.
30E=6(a®+b°+c®+d°) —5(a® + 6%+ 3+ d?) (a® + b + 2 + d?)
Azt fogjuk megmutatni, hogy 30E kongruens 0-val modulo 60510. Itt 60510 =

30-2017. Mivel a+b+c+d oszthaté 60510-zel, ezért az altalanossag korlatozasa
nélkiil feltehetjiik, hogy modulo 60510 értve d = —(a + b + ¢). Marmost

6 (a®+ b+ +d°)
= 6(&5—|—b5—|—65—(a—|—b—|—c)5)
—30(a+0b)(a+c)(b+c) (a2—|—b2—|—c2—|—ab—|—ac—|—bc)

5(a+ b+ + d°)
5(&3—|—b3+c3—(a+b+c)3)
—15(a+b)(a+c¢c)(b+¢)



a’ + b2+ + d?
= a®+b+P+ (a+b+c)
= 2(0,2—|—bz—|—02—|—ab—|—ac—|—bc)

Mar lathatd, hogy 30E kongrues 0-val modulo 60510.



