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Bevezetés

Az altaldnositott hatvanykoézepeket

H, = [Tt T Ty (1)
n

Sy = /2§ + ...+ 12 = {/n-H, (2)

mar lassan masfél évszdzada "feltaldltak": x4, ..., z, tetszoleges nemnegativ valés szamok, a € R,
a # 0, rdaddsul "koriilottiink élnek". Meégis nagyon kevéssé ismertek mind a tandrok, didkok,
mind a szakemberek korében.

Ebben a cikkben par egyszer(i kozépiskolds feladatot elemziink (sorrend nélkiil): meglepd o
kitevokkel taldlkozunk, melyeket a cikk legvégén tabldzatban is Osszefoglalunk. (A 2*. Feladat
Descartes tétele, bizonyitdsa nem egyszerii!)

A H, haténykozepeket néha Holder kozépértéknek is nevezik (Otto Holder, 1859-1937,
német matematikus) utdn, de nem a fenti @ egyenlotletséget nevezik Holder-egyenlotlenségnek
(lasd pl. [9], [I0)). A H, S, K, M, ... betiiket nem egységesen hasznalja a szakirodalom.

[13] -ben H, és S, és rengeteg gyakorlati, matematikai és miiszaki alkalmazdsat ismer-
hetjiik meg, sajnos a magyar nyelvii [11] honlapon nincs ilyen felsorolés.

[14] 6. része érdekesen szemlélteti a Pitagoraszi kozépértékeket a trapéz kiilonbozé kozépvona-
laival. A silyozott kozépértékekrol [4], [5] és [11] -ben is olvashatunk.

és hatvanyosszegeket

1 H, és S, tulajdonsagai

Azonnal szembeotlik, hogy:
a=1 esetén H; = A = szamtani (aritmetikai) kézép,

a=2 esetén Hy = Q = négyzetes (kvadratikus) kizép,

a=—1esetén H_; = H = harmonikus kézép,
tovabba

. 1 1 1 A, :
a=—1esetén —— = — 4+ — a fizikdbdl jol ismert "replusz" (reciprok plusz).

S_l T )
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Aranylag konnyen beldthaté még (lasd pl. [12]):

111}_1 H, (z1,...,x,) = max(xy1,...,T,) , (3)
im H, (z1,...,2,) = min(z1,...,2,) , (4)

és
lim H, (21, ...,x,) = /1 ... - Ty (5)

a—0

a mértani (geometriai) kozép, tovabbd tetszbleges —oo < a < f < 400 esetén
H, (z1,...,2n) < Hg (21, ..., 7y) (6)

és = pontosan csak akkor van, ha 21 = ... =z, (a bizonyitast 1d. pl. [12]-ben).

Tehét a H, kozepek messzemend altaldnositdsai a Pitagoraszi kdzépértékeknek (szémtani,
mértani, stb.), s6t silyozott viltozataik is gyakran haszndlatosak: tetszdleges wy,...,w, € R
pozitiv silyokra

wir] 4+ .+ wpTy
HY = ¢ Loés SY = Ywirf A+ .+ wpxd 7
@ \/ wy + ... +wy @ Ywnrg e (7)
’ Wi " .
amely a w, := ———————— helyettesités utan
w1 + ... +wy,
HY = {/wiaf + ... +wize  (w)+...+w, =1)
alakban is frhaté. Specidlisan w; = ... = w,, = 1 azaz w, = % esetén visszakapjuk —et.

H, és S, homogén fiiggvények: tetszoleges 0 < o valés szamra
H, (0x1,...,00,) =0 Hy (21, ..., 23)
és

Se (021, .cyoxy) =0 S (T1, .00y Ty) -

A feladatok

0. Feladat: Mutassuk meg, hogy a trapéz altaldnositott kozépvonala az oldalak siulyozott

ar + cy

T4y
::II Ii 1\ v
A AN

0.abra: Trapéz dltaldnos kézépvonala

szdmtant kozepe: k =

1. Feladat: Erintse hdarom kor mindegyike a mdsik kettot és eqy egyenest. Milyen Gsszefiiggés
van a hdrom kér sugara kézott?

2. Feladat*: Erintse négy kor mindegyike mindegyik mdsikat. Milyen dsszefiiggés van a korok
sugarai kozott?

3. Feladat: Két-két azonos hosszi (a és b) lécbol készitettink ajtokeretet, de nem lett derék-
szogt. Milyen osszefiiggés van az igy kapott paralelogramma Gtloi és a tervezett téglalap dtldja
kozott?



1.-3. dbrak: Az 1.-3. feladatokhoz

4. Feladat: Milyen dsszefliggés van eqy hdromszdg beirt- és hozzdirt koreinek sugarai k6zott?

5. Feladat: Huzzunk parhuzamosokat eqy tetszoleges haromszig tetszoleges belsé pontja keresztiil.
Milyen 6sszefiiggés van a keletkezett kis haromszogek és a nagy hdromszdég aldbbi méretei kozott:

a) teriiletek, b) keriiletek, c) korilirt korok atmérdi, d) szdgek dsszege,

e) mint alapok folé irt egységnyi magassagi hasdbok térfogatai,

£) mint alapok folé irt olyan tetraéderek térfogatai, amelyekben az alaplap és az oldallapok egy
rogzitett w szoget zdrnak be.

-&A\

4.4bra: Az 5.a) feladathoz

6. Feladat: Egy tetszoleges tetraéder tetszdleges belso pontjan dtmenve hiuzzunk pdarhuzamos
stkokat a lapokkal. Milyen Osszefiiggés van a keletkezett kis tetraéderek és a nagy tetraéder aldbbi
méreter kozott:

a) térfogatok, b) felszinek, c) korilirt gombok atmérdi, d) élek dsszege.

7. Feladat: Bontsunk fel eqgy n dimenzids tetraédert vagy kockat m (nem feltétleniil egybevigd)
kisebb tetraéderre/kockdra. Milyen dsszefiiggés van az eredeti test és a kis testek { dimenzids
feliiletei kozott?

Megjegyzés: A feladat nem emliti, hogy a kis testeknek hasonléaknak kell lenniiik a nagy
testhez. A feladat ez a feltétel nélkiil nyilvan megoldhatatlan.

Azonban a feladat (pontosabban a keresett tsszefiiggés) nem csak tetraéderekre és kockdkra
érvényes, hanem barmilyen n dimenzids testnek hozza hasonlé testekre torténd felbontédsara is.
(Lasd még [3] és az 5. abrét.)

BAVAT
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5.4bra: A 7. feladathoz



Megoldasok

1. Feladat megolddsa: A korok kozéppontjaibdl bocsdssunk merdlegeseket az egyenesre
és a most behtzott merolegesekre. Néhdany Pitagorasz tétel és kis rendezés utdn megkapjuk a
végeredmeényt:

1 1 1
- + , 8
vVRs VR VR (®)
azaz
R; = S%l (R1, Rs)
vagyis | a = _71 !

R;
6.abra: Az 1. feladat két megolddsa

Ne feledjiik: ha az Ry és Ry sugaru korok elére adottak, akkor a feladatnak két megolddsa van

c 1 "y, . . . i 1 1
(a fenti két els6 dbra szerint), a masodik esetben TE T UEm VR

2. Feladat* megolddsa: A feladatnak ismét két megolddsa van: az egyik koron kivil vagy
beliil van a masik harom:

7.dbra: A 2. feladat két megolddsa

Ez a feladat Descartes tétele ([6], [7]):

1+1+1+12_21+1+1+1 ©
R Ry, Rs Ry) ~\R R R R}
vagyis
[S_1 (Ry, ... R =2-5_5(Ry,.... Ry) ,

vagy mds szokdsos alakjai

(ki + Ko + by + ka)® = 2 (K + k2 + k2 + k3) (10)



és

k4 - k‘l +k2+l€3:i: \/k1k2+k2k3+k'3k1 (11)
ahol ]
ki - —
T

az i -dik kor gorbiilete. Amennyiben a k4 koron beliil van a masik hdrom kor, akkor Ry -et és ky
-et negativnak kell tekintentink @ ill. —ben, valamint —ben a * helyén — elojel 4ll.

A tétel bizonyitdsa nem konnyfi, a (korre vonatkozo) inverzidval lehetséges. Kiemeljiik, hogy
a magyar nyelviit Wikipédia [8] mds tételt emlit a "Descartes tétele" cimszé alatt. [7]-ben a tétel
altaldnositasa is megtaldalhaté n + 2 gombre az n (tetszbleges) dimenziéban, ez mar Thorold
Gosset tétele. A koroket [6]-ban Soddy-kordk-nek is nevezik. A feladat eredete az Apollonius-
problémahoz vezethet vissza: [16]. (Pergai Apollonius kb. 262-190 kozott élt Krisztus el6tt, az
" Apollonius-problémérsl" sajnos magyar nyelvii wikipédia honlap nincs.)

A 2.feladat specidlis esetének tekinthetjiik az 1.feladatot: az egyenes gorbiilete nulla. ky = 0
(vagyis "ry = 00”) esetén (9)-(11) mindegyike ekvivalens (8))-val.(Ennek beldtdsa viszont egyszerti
kozépiskolds feladat.)

3. Feladat megoldasa:

v ) u

7
1 1l

8.dbra: A 3. feladat megolddsa és dltaldnositdsa

Az auv és buv haromszogekre felirva a koszinusz-tételt

a® = u®+4v? — 2uvcos (v)

b = u?+v® — 2uwvcos (180° — )

és Osszeadva
a® + b? :2(u2+v2) = 2d?

2 b2
d=1/" ; — H,(a,b)

a téglalap atléja négyzetes kozepe a paralelogramma &atléinak, vagyis !
Ha a téglalap és a paralelogrammadk u oldaldt egyazon szakaszra mérjiik fel, a 8. &bra jobb
oldalan ldthaté médon, akkor lathatjuk, hogy a paralelogrammék (jobb fels6) C” cstcsai a T

kozéppont koriili, v sugari kéron mozognak. A fenti szdmoldsok szerint pedig djabb Osszefiiggést
kaptunk:

vagyis

Tétel: A kor figgoleges TC sugara (mindig) négyzetes kozepe az a = AC’ és b = BC'
szakaszoknak.

Ez pedig dltaldnositdsa a korbe irt derékszogii haromszog tulajdonsdgdnak: a kor sugara négy-

zetes kozepe a befogéknak: r = \/"’2—;“[’2 (baloldali dbra).



9. dbra: A négyzetes kozép kétféle szemléltetése
jobboldali abra: https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean means

Vegyiik észre, hogy a most felirt tsszefiiggés nem azonos a szamtani-, mértani- és négyzetes kézepek
szokdsos, jobboldani dbrdjin ldthaté szemléltetéssel. Amint a koszinusztétel a Pitagorasz tétel
altaldnositdsa, igy a Pitagorasz tételt is tekinthetjiik a négyzetes kozép egyfajta viltozatdnak.

A 3. feladat eredete és alkalmazdsa megtaldlhaté [2]-ben.

4. Feladat megoldasa: Kozismert, hogy a hdromszogbe beirt kor sugara r = — és az
s
T T
oldalakhoz kiviil frt korok sugarai r, = , Ty = 2 és r., = , amikbol koénnyen
s—a 5 — s—c
kovetkezik, hogy
1 1 1

azaz

vagyis [a = 1]

5. Feladat megoldasa: Jeloljiik a kis hdromszogeknek a nagy haromszog c oldaldval parhuzamos
oldalait ¢; , ¢y és c3 -vel.

—

10. dbra: Az 5. Feladat megolddsa

A kis haromszogek nyilvdan hasonléak a eredeti haromszohoz, a hasonlésdgok ardnyai \; = G s
c
nyilvan
M+d+A=1. (12)
a) Mivel t; = A\? - T, ezért alapjan

Vi + Vi + Vs = VT, (13)

azaz

T=S (tlat27t3) )

1
2

tehdt | o =

N



https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean_means

b) A kis hdromszogek keriiletei k; = \; - K, ezért alapjan
ki + ko + ks =K, (14)
azaz
tehdt :

A Osszefiiggés kozvetleniil is latszik a 10. dbrén: a kis hdromszogek oldalait parhuzamosan
eltolva a nagy haromszog oldalait hidnytalanul megkapjuk.

K =5 (k1, ko, k3)

c) A b) feladathoz hasonléan a koriilirt korok atmeéréi d; = \; - d , ahonnan
di+dy+dy=d, (15)

azaz

d =51 (dy,ds,ds) ,

tehat :

d) A szogek osszege mindegyik haromszogben II; = 180° és IT = 180°, igy nyilvan (kicsit
nagyképtien)
IT; + Iy + I3
3

és ebben az esetben is . (A haromszogek hasonlésagai alapjan felirthatngnk a IT; = A - 11
osszefiiggést is a b) és ¢) esetekben alkalmazott gondolatmenethez hasonléan, de mivel a ((12))
osszefiiggésbol nem tudunk 0 -adik gyokot vonni, igy tényleg av # 0.)

= Hy (I}, 1, 115) = 1T | (16)

e) Mivel rogzitett magassag esetén a térfogatok az alapteriilettel ardnyosak, és most mindegyik
magassag ugyanakkora, ezért alapjan

VA VVa+ Vs =VV

azaz

V==5 (LG7L§7L%)7

1
2

tehdt | o =

f) Mivel a tetraéderek alapteriiletei hasonléak és az alaplapnak az oldallapokkal bezart szogei
ugyanakkordk, ezért a tetraéderek hasonléak, A\, , Ay és A3 ardnnyal, igy V; = A2 - V| tehdt 1)

alapjén .
Vit Vo + Vs =VV |
azaz
‘/ZZAS%(LG,LE,V%)‘
tehdt | o = %

6. Feladat megoldasa: Bar a keletkezett kis tetraéderek szemmel lathatéan hasonléak az
eredeti tetraéderhez, a Ay, ..., \y hasonldsdgi ardnyokra nekem nem sikeriilt elsore igazolnom a

M+X+ A+ =1 (17)

egyenloséget. A feladat I. megolddsban kevesebb szemléltetéssel de tobb szamoldssal oldjuk meg a
feladatot nélkiil, ez a gondolatmenet magasabb dimenzidra is kénnyen dltaldanosithaté. A II.



megoldas legelején elemei geometriai fejtegetéssel (ami gy tiinik, csak 3 dimenziéra alkalmazhato)
igazoljuk az Osszefiiggést - ami alapjan a feladat kérdéseire mar azonnal vélaszolhatunk.

6. Feladat I. megolddsa: Legyenek a tetréder csicsai Ay, As, Az, Ay . A P pontot a csi-
csokkal tsszekotve a tetraédert négy kisebb tetraéderre bontjuk fel, melyek magassdgai P -nek a
lapoktdl vett tdavolsdgai, amelyeket jeloljiink xy, xs, x3, x4 -el. Ekkor

[L’l'T1+I2~T2+$3'T3+1’4'T4:3V. (18)

A feladatban szerepld kis tetraéderek hasonléak az A, As, Az, A4 tetraéderhez, a hasonlésdg ardnya
x; .
\; = — ahol m; a tetraéder megfeleld magassaga. Igy a kis tetraé¢derek térfogatai:

”:<£)3'V:(ﬁ)3'mm: ol _ il

- 2 2
m; m; 3 m? -3 7"13 133

ahonnan
3.V VE=uT,
amit visszafrva (18))-ba kapjuk:
3-VV2. (3/‘/1 + VotV Vs + V;;) =3V
vagyis

Vit Vet Ve + V=YV (19)

S

azaz

(V1,Va, V3, Vy) =V

1
3

tehdt | o = 3

Megjegyzések: i) A kapott egyenloségbe ha befrjuk a V; = )\f’ - V' azonossdgot, akkor
azonnal megkapjuk a keresett osszefiiggést. Emiatt a feladat tovdbbi kérdéseire mar (17)
alapjén, a II. megolddsban véilaszolunk.

ii) A -hoz hasonld egyenldségeket kielégité ponthalmazokkal az [1] cikkben foglalkozunk,
az eredmények konnyen altaldnosithaték tetszoleges dimenzidra is.

6. Feladat II. megolddsa: A baloldali dbran feliilnézetben dbrédzoljuk a P pont &ltal
meghatdrozott négy kis (sdrga) tetraédert, melyek kozos csicsa P. A citromsérga tetraéder a nagy
tetraéder (vizszintes) alaplapjan helyezkedik el. Mivel a mdsik hdrom (fakdsdrga) kis tetraéder a
hdrom oldallapra "tdmaszkodik", és a P -re illeszked6 sikok parhuzamosak a lapokkal, ezért ezt
a hdrom (fakésdrga) kis tetraédert a nagy tetraéder oldallapjain "lecsusztathatjuk" az alaplapra
- és a jobboldali dbrat kapjuk. Errél pedig leolvashatd, hogy a négy kis tetraéder egyirdnyba
es6 oldalainak Osszege éppen a nagy tetraéder megfelel oldaldt adjdk. Ez pedig igazolja a ((17))
osszefiiggést!

11. dbra: A tetraéderek feliilrol és lecsisztatva



a)aV, = )\f -V és Osszefiiggések alapjan

Vi e+ Vs + V=V

azaz

tehdt | o =

1
3

b) A; =\ - Aés alapjan

VAL + A+ A+ A = VA,

azaz

A=S

(A17 A27 A37 A4)

1
2

tehdt | o = 3

c)ésd) di=N-d, K=\ K ésalapje’m

dl +d2 +d3 +d4 — Sl (dl,dg,dg,d4) - d

és
K+ Ky + Ks+ Ky =51 (Ky, Ky, K3, K4) = K,

tehat :

7. Feladat megolddsa: A feltételek szerint a kis testek hasonléak az eredeti (nagy) testhez,
gy V; = AV és

AT+ A =1. (20)
Tovabbd az ¢ -dimenzids feliiletekre AEZ) = X~ A® (minden 0 < ¢ < n esetén), ahonnan £ # 0
esetén " "
<€ A?)) o+ <€ A§£>) - (M(e)) , (21)
azaz

Sa (A@, ...,Agf>) — A0

vagyis | o = 2 |, mig £ = 0 esetén II; = II = a szogek osszege (rdaddsul II; = AY - IT), —hoz

¢
hasonléan nyilvan

I, + ...+ 1L,

. =1, (22)

azaz

vagyis ez esetben .

Az ¢ =1 esetben az élek K; 6sszegét szamoljuk, ekkor specidlisan (meglepd, de igaz):

Hy (1L,..,1I,) =11,

K'+ ..+ K'=8, (Ky,..,K;) = K", (23)

vagyis ez esetben .



Osszefoglalas

A feladatokban az aldbbi a kitevokkel talalkoztunk:

Lo | a) (D[ ld)][e) ][]
1. Feladat _71
2. Feladat -
3. Feladat 2
4. Feladat —1
5. Feladat % 1 |1 |1 % %
6. Feladat % % 1 ]1
7. Feladat | 7 (1 </¢<n)|1
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