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Ajanlds: Morris Marden (1905-1991) emlékére

Mindenekel6tt megmagyarazzuk a dolgozatunk cimét. Morris Marden hetedik
gyermekként sziiletett. Akkor valt vildghir(i matematikussd, amikor a zérushelyek



geometridjardl szolé konyvét megjelentette ( The Geometry of the Zeros, 1949).
Ezt a kdnyvet késébb kibévitette ( The Geometry of Polynomials, 1966). Megem-
litjiik még, hogy Marden egyik Ph.D.-hallgatéja Vermes Robert volt (1963), aki
folytatta Marden kutatdsait.

Marden legismertebb eredménye a kovetkez6: Tekintsiink a komplex szamsikon
egy hdromszoget, és jeldljon p(z) egy olyan harmadfoki polinomot, melynek a
hdarom gydke az adott haromszog hdarom csticsa. Az kénnyen lathatd, hogy a ma-
sodik derivalt, azaz p”'(2) egyetlen gydke éppen a haromszdg stlypontja. Sokkal
érdekesebb ennél, hogy hol van az elsé derivdlt, azaz p’(z) két gydke. Azt mar
Gauss és Lucas hires eredményébdl is lehet tudni, hogy ezt a két gyokot a harom-
sz6g belsejében kell keresni, és az is nyilvanvald, hogy a két gyok meghatarozta
szakasz felez6pontja a haromszog silypontja. Az viszont mar sokkal érdekesebb,
hogy a két gyokhdz mért tdvolsdgok Osszegét tekintve a hdaromszog keriiletén



a legkozelebbi pontok éppen az oldalak felezépontjai. Masképpen fogalmazva:
van egy olyan ellipszis, melynek fokuszai éppen p’(z) gydkeivel azonosak, és
az ellipszis mindharom oldalt beliilrél érinti, mindhdrom oldalt éppen annak a
kdzépontjaban.

A tétel bizonyitdsa magyar nyelven elolvashaté Reiman Istvan konyvébdl, melyet
a hivatkozdsok kozott felsorolunk.



Ebben a dolgozatban ennek a tételnek egy rokonat vizsgaljuk. Most is kiindulunk
egy hdaromszégbdl a komplex szamsikon, de most nem egy harmadfoki, hanem
egy negyedfoki polinomot tekintiink: Legyen g(z) egy olyan negyedfokd polinom,
melynek gyokel a hdromszog cslicsai, de az egyik csics kétszeres gyokként. Most
is megvizsgdljuk ¢'(z) gydkeit. Multiplicitdssal szamolva tehat 4 +3 = 7 gyoskrdl
van sz6. Az vildgos, hogy ¢'(z) egyik gydke a harom koziil megegyezik a q(z)
polinom kétszeres gyokével. A mdsik kettd helyzete kérdéses tehdt a haromszog
belsejében.

Lesziikitjiik figyelmiinket az olyan haromszogekre, melyek egyenld szardak, és
amelyeknél éppen a szdrak metszéspontja a kétszeres gyoke q(z)-nek.

Tétel. A ¢'(z) polynom minden gyskére igaz az, hogy vagy a hdromszégnek a
szimmetriatengelyére esik, vagy pedig az a hossziisagii alap felezdpontjatdl a/~/8



tavolsagra van a haromszég belsejében, sot az utobbi esetben az ilyen gybknek
a szimmetriatengelyre valo tiikbrképe is gybk, tovabba ezen két gybk szamtani
kbézepe a szimmetriatengelynek az alaphoz kézelebbi negyedeldponta.

A tétel dllitdasaban az a legmeglepdbb, hogy nem fiigg a szimmetriatengely hosszatdl
a nem szimmetriatengelyi gyokoknek a szimmetriatengely egyik végpontjatél mért

tavolsdga.

Nézziink egy konkrét példat: A haromszog hdrom csticsa legyen példaul 8z, 8 —8s,
12 4+ 41. Ezek egyend szarid haromszoget alkotnak, hiszen

(12 + 4i) — (8]) = 12— 4
12— 4i] = /(12— 44) (12 + 4i) =410




(124 4i) — (8 — 8i) = 4412
44121 = /(4 +12) (4 — 120) = 4V/10

Most az alap felezépontja:

(8) +(8—8) _,
2

Marmost

() = ((z—(8)) (= — (8 — 8i))(z — (12 + 4i))°
= 2% — (32 +8i) 23 + (384 + 2244) 22
— (2048 + 28161) z + (2048 + 14 3361)

¢ (z) = 423 — (96 + 24i) z° + (768 + 448i) = — (2048 + 28161)

Ez utébbi polinom gyokei: 12+44, 6+1+w, 6+1—w, ahol w = /—21 — 287 =



2.6458 — 5.291 5. Itt nyilvan 3 + 7 rajt van a szimmetriatengelyen. Masrészt

6+t+w)+(6+17i—w)
2
és ez a pont is rajta van a szimmetriatengelyen negyedel6pontként, hiszen

6+i)—4 1

(12+4i)—4 4
lgaz tovdabba még az is, hogy 6 + 7 + w és 6 + 7 — w egymads tiikorképei a

=6+

szimmetriatengelyre, mert

(6+itw)—(6+i-w) (2—ijw _ \/(2—z')2(—21—28i):\ﬁ
4

(12 + 4i) — 4 10 10

tehat tisztan képzetes.






Megjegyezziik még, hogy

w = +/—21 — 287 ~ 2.6458 — 5.2915;

Mindazoniltal a ¢/(2) polinomnak a hdromszdg belsejébe esé gydkei:

6+:+w ~ 8.6458 — 4.2915¢
64+:—w ~ 3.3542 + 6.2915¢

Bizonyitas: Reiman Istvdan nyoman alkalmazni fogjuk azt a felismerést, hogy
a sikon barhol is vessziik fel a 0, 1,7 komplex szamoknak megfeleld derékszogil
hdromszéget, ez nem befolydsolja ¢'(2) gydkeinek helyzetét, feltéve, hogy q(z)
gyokel mar rogzitettek. Az dltaldnossdg korlatozasa nélkiil feltehetjiik tehat, hogy



az egyenl6szari hdromszdg szimmetriatengelye a valds tengely, a g(z) kétszeres
gyoke a 4 szamnal van, az egyszeres gydkok pedig ++v/2hi és —v/2hi valamely
alkalmas h > 0 szdmra. Ekkor tehat

q(2) (z — V2hi)(z + V2hi)(z — 4)°
— A 831+ (2h2 + 16) 22 _ 16h2z + 32h2
q(2) = 423 —242% + (4n? + 32) 2 — 1612

Ennek gyokei: 4, 1 — /1 — h2, 1+ /1 — h2. Tehdt ha h < 1, akkor a gyokok
mind a szimmetriatengelyen vannak. Ha pedig h > 1, akkor a két nem valdés gysk

szamtani kdzepe éppen 1, azaz a szimmetriatengely negyedeldpontja. Masrészt
a két nem valés gyok szorzata ez:

(1-\i ) (141 12) =



Tehat a két nem valés gyoknek az abszolit értéke éppen h. Az alap hossza pedig

a = 2+/2h = v/8h.

Azt kell még megmutatnunk, hogy a tekintett két gydk valéban a hiaromszog
belsejébe esik. Hivatkozhatndank Gauss és Lucas emlitett tételére is, de inkabb
kdzvetleniil bizonyitjuk. Mivel a két gyok 6sszekotd egyenese merdleges a szimme-
triatengelyre, és a negyedeléponton meg at, azért az egyenesnek a hdromszogbe
esd darabjanak hossza a parhuzamos szelok tétele miatt:

3 3
. (2vV2h) = —h
4 ( ) V2
Ugyanakkor a két tekintett gydk tdvolsadga:

(1= V1= 82) - (14 1= 72)
S e o e




Mivel
3
—h — 2\/h2 — 1
V2

minimuma valtozé h esetére a h = 3 értéknél van, ezért

\%h—zx/h2—1z\%-3—2\/32—1:

Ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztiik.
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