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Hajos hires konyvének egyik tétele szerint az (x1;y1), (x2;y2), (x3; y3) pontok
alkotta haromszog koré irhaté kor egyenlete:
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Ismeretes, hogy minden parabola hasonlé ahhoz a paraboldhoz, melynek egyen-
lete:

y =a°

Ennek a paraboldnak az (a; a?) pontjahoz hizott érintd egyenlete:
y — a® = 2a(z — a)

A parabola fékusza a (0; %) pont.

Most @ > b > c esetén tekintsiik a paraboldhoz az (a;a?), (b;b%), (c¢;c?)
pontokban huzott harom érintd dltal meghatdrozott haromszog koré irhaté kor
egyenletét. A fentiek alapjan ezt meg fogjuk hatdrozni. Utdna megmutatjuk
majd, hogy ez a kér dtmegy a fokuszon. Ez a tény Lambert tétele néven ismeretes.
(Lambert német matematikus, csillagdsz, fizikus és filozéfus volt, 1728-t6l 1777-ig
élt.)






El8szér meghatarozzuk az (a; a?), (b; b%) pontokban hiizott érinték metszéspont-
jat:

y — a® = 2a(z — a) y — b° = 2b(z — b) (1)
Az egyenletrendszer megolddsaként megkapjuk az (x3; y3) metszéspontra, hogy
a—+b
xr3 = > y3 = ab

Szemléletesen fogalmazva: a metszéspont a és b szamtani kézepénél, mint x-
koordindtanal van, és éppen olyan magassagban, mint az a és b x-koordindatdknal
tekintett parabolapontok magassdganak mértani kézepe.

Hasonlé médon megkaphatjuk a harom érintd altal alkotott hdromszog tovabbi
két csuicsat is. A fentiek szerint a kor egyenlete:
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Ezt az egyenletet 64-gyel megszorozva ezt kapjuk:

det

z2 + y2 T y 1
(b+c)? +4b%c?> 2(b+c) 4bc 4
(c+a)?+4c%a? 2(c+a) 4ca 4
(a + b)° + 4a°b? 2(a+b) 4ab 4

Ezt az egyenletet leosztva a

32(a—b)(a—c)(b—c)



szorzattal végiil a kdvetkezo egyenletet nyerjiik:

4abc — b 1 b+ b
2+ % + abe — (a+ +c)a:— (ab—i—bc+ca—|——>y—|—a e ca =0
2 4 4
Ha ennek a kornek a kdzéppontja (u; v), akkor mar lathatjuk, hogy
a+b-+c
u = 2 — abc
ab+bc+ca 1
v > T3

A kor sugara négyzetére pedig ezt kapjuk:

(a—|—b—|—c_abc>2+ <ab—|—bzc—|—ca+%)2_ab—|—llc—|—ca
(1 +4a2) (1+4b2) (1 +4c2)
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Mindazonadltal a fékusz is rajt van a koérén, hiszen kielégiti a kor egyenletét:

1 4abc— b 1IN\ 1 ab+b
42_|_ abc (c;—|— +€)-O—(ab—|—bc—|—ca—|—z> ab+bc+ca

Ezzel Lambert tétele bizonyitdst nyert.

0% + 0

4+ 4

Ha mar kiszamoltunk a fenti szép képleteket, nézziik meg azt a specidlis ese-
tet, amikor az érinték altal alkotott hdaromszog derékszogli. Tegyiik fel, hogy

a derékszog az (x3;y3) metszéspontnal van. Ekkor tehdt az (1)-beli egyenesek
merSlegesek, azaz (2a)(2b) = —1. Ebbdl rogton latszik, hogy y3 = ab = 3.
Mivel a parabola vezéregyenesének egyenlete y = _Tl, ezért megkaptuk, hogy a

parabola merdleges érintdi a vezéregyenesen metszik egymast.



Most nézziik meg az dltaldnos esetet. Tekinteni fogjuk az érintok haromszogének
magassagpontjat. Mivel az (x2;y2), (3; y3) pontokat sszekotd egyenes egyen-
lete

y — ¢ = 2¢(z — )
ezért az (x3; y3) pontbdl indulé magassagvonal egyenlete:

—1
y—y3:2—(w—x3)
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—1 a-+b
y—ab:—(a:— )
2c 2

Hasonldképpen egy mdsik magassdgvonal egyenlete:
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Most megoldva az

—1 ( a + b)
y—ab = —(x—
2c 2
—1 ( b+ c)
y—bc = —|x—
2a 2
egyenletrendszert azt kapjuk, hogy a (k,¢) magassagpontra
b
k = atbte + 2abc
2
—1
{ = —
4

Tehat a magassdagpont is rajt van a vezéregyenesen.

Meg kell emliteniink, hogy a fenti bizonyitds nem miikodik, ha torténetesen ac =
0. De az a = 0 esetben az a szdm helyett a b szamot tekinthetjiilk, a ¢ = 0
esetben pedig a ¢ szdm helyett a b szamot.
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